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RESUMO

SANTOS, Geraldino Moura dos. Conceitos estatisticos no desenvolvimento de
metodologias interdisciplinares de ensino. 2008, 168 p. Dissertacdo (Mestrado
em Estatistica ¢ Experimentacdo Agropecuaria) — Universidade Federal de
Lavras, Lavras, MG".

Nos ultimos anos, observou-se crescente interesse em melhorar as
praticas no ensino de Estatistica, em decorréncia, principalmente, da demanda
gerada pelo progresso cientifico e tecnologico das diversas areas da ciéncia. Por
meio de um amplo espaco de trabalho interdisciplinar e da experimentagdo, o
aluno pode conseguir ampliar seu horizonte e desenvolver sua criatividade. Este
trabalho foi realizado com o objetivo geral de apresentar alguns recursos
didaticos para o ensino interdisciplinar de Estatistica, tanto voltado para a
Educacgao Basica como para o Ensino Superior, a partir de sugestdes encontradas
na literatura de Estatistica, Fisica ¢ Matematica. No capitulo 2 buscou-se dar
suporte teorico e didatico aos professores de Matematica e Estatistica na solugao
de problemas envolvendo o conceito de probabilidade geométrica. No capitulo
3, discutiram-se alguns aspectos teoricos, visando auxiliar a compreensao dos
conceitos envolvidos na manipulagdo do Quincux de Galton e, por conseguinte,
estimular sua utiliza¢do no ensino interdisciplinar de Estatistica. Com o capitulo
4, o intuito foi deduzir a lei de distribui¢do de velocidades de Maxwell, por meio
de uma abordagem puramente estatistica. As simulagdes ladicas e
computacionais deram credibilidade aos resultados tedricos obtidos para todos
os problemas relacionados a probabilidade geométrica e também aos do Quincux
de Galton. No entanto, a simulagdo computacional forneceu melhores resultados
que a ludica. Os resultados obtidos por meio da distribui¢ao de velocidades de
Maxwell foram condizentes com os da teoria cinética dos gases. O Quincux de
Galton pode ser utilizado para explicar varios fendmenos, ndo sé na Estatistica
como também em outros ramos da ciéncia. As atividades experimentais sdo
excelentes ferramentas para o desenvolvimento da capacidade critica dos alunos
e para tornd-los membros participativos do processo de ensino.

* Comité Orientador: Marcelo Silva de Oliveira — UFLA (Orientador), Veronica Yumi
Kataoka (Co-orientadora) - UFLA



ABSTRACT

SANTOS, Geraldino Moura dos. Statistical concepts in the development of
methodologies teaching interdisciplinary. 2008. 168 p. Dissertation (Master
Program in Statistics and Agricultural Experimentation) — Federal University of
Lavras, Lavras, MG".

In the last years, the can be observed the interests crescent in improving
the practices in Statistics teaching, current mainly, of the demand of the
scientific and technological progress of the several areas of the science. Through
a wide space of work interdisciplinary and of the experimentation the student
will get to enlarge your horizon and to develop your creativity. The general
objective of this work was to present some didactic resources for the teaching
interdisciplinary of Statistics, so much gone back to the Basic Education as for
the higher education, starting from suggestions found in literature of Statistics,
Physics and Mathematics. The purpose of the Chapter 2 went to give theoretical
and didactic support to the teachers of Mathematics and Statistics in the solution
of problems involving the concept of Geometric Probability. In the chapter 3, the
intention was to deduce the law of distribution of speeds of Maxwell, through an
approach purely statistics. In the chapter 4, some theoretical aspects were
discussed, seeking auxiliary the understanding of the concepts involved in the
manipulation of Quincunx, and, consequently, to stimulate your use in the
teaching interdisciplinary of Statistics. The ludic and computational simulation,
gave credibility to the theoretical results obtained for all the problems related to
the Geometric Probability and also to the of Galton’s Quincunx, however,
computational simulation supplied better results than the ludic simulation. The
results obtained through the distribution of speeds of Maxwell they were suitable
with the one of the kinetic theory of the gases. Galton’s Quincunx can be used to
explain several phenomena not only in the Statistics as well as in other branches
of the science. The experimental activities are excellent tools for the
development of the students' critical capacity and to turn them active members
of the teaching process.

* Guidance Committee: Marcelo Silva de Oliveira — UFLA (Advisor), Verdnica Yumi
Kataoka (Co- advisor) - UFLA
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CAPITULO 1



1 INTRODUCAO GERAL

Nos ultimos anos, pode-se observar o crescente interesse em melhorar as
praticas no ensino de Estatistica, em decorréncia, principalmente, da demanda
gerada pelo progresso cientifico e tecnologico das diversas areas da ciéncia. Isso
mostra que a alfabetizacdo estatistica das pessoas se torna cada vez mais
necessaria para desenvolver a capacidade critica de leitura da realidade em que
ela vive. Essa alfabetizagdo pode ser alcangada por meio do ensino
interdisciplinar de Estatistica, que ¢ de extrema importancia no contexto atual.

Em consonancia com essas idéias, os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) preconizam que o aluno deve ser capaz de ‘“selecionar, organizar,
relacionar, interpretar dados e informagdes representados de diferentes formas,
para tomar decisdes e enfrentar situagdes-problema”, além de “relacionar
informagdes, representadas em diferentes formas, e conhecimentos disponiveis
em situagdes concretas, para construir argumentagdo consistente” (BRASIL,
1998). Isso mostra, de forma indireta, a importancia de trabalhar com Estatistica
e Probabilidade, desde o Ensino Fundamental.

Essas idéias sdo reforgadas nas propostas curriculares de alguns estados,
como, por exemplo, no Curriculo Basico Comum (CBC) de Matematica de
Minas Gerais, editado em 2006.

Mas, umas das maiores dificuldades que se tém observado ao se
trabalhar com esses temas na Educacdo Basica ¢ a de que os professores de
Matematica tiveram pouco ou nenhum contato com eles durante a sua formacgao
profissional. At¢é mesmo no Ensino Superior, muitas vezes, a Estatistica ¢ a
Probabilidade sdo ensinadas de forma que o aluno ndo consegue associar a teoria
¢ a pratica. Isso dificulta o aprendizado, fazendo com que os alunos se tornem

totalmente desinteressados pelo assunto que esta sendo abordado.



Assim, ¢ importante que o professor esteja sempre voltado a
desenvolver atividades que facilitem o processo de ensino. Essas atividades
devem ter um carater interdisciplinar, devido ao fato de a Estatistica estar
presente em varios campos da ciéncia e de o tratamento conjunto com outras
areas ser benéfico para ambas as partes. Porém, essa abordagem interdisciplinar
deve ser regulada de forma a considerar seus niveis, os quais dependem do nivel
cognitivo do aluno. Por exemplo, no Ensino Fundamental, o formalismo
matematico exagerado no tratamento da Estatistica deve ser substituido pelo
desenvolvimento do raciocinio.

O ensino da Estatistica pode, entdo, ser melhorado por meio de um
amplo espaco de trabalho interdisciplinar e da experimentagdo, com os quais o
aluno conseguird ampliar seu horizonte e desenvolver a criatividade. Assim, ¢
importante que haja um processo de formacdo continuada dos professores que
“deve, mais do que nunca, além de preocupar-se com o desenvolvimento pessoal
e a construgdo de competéncias, promover a integracdo entre situagdes de
vivéncias praticas, valorizar as novas concepgdes de formagdo, com vista a
oportunizar a constru¢do de pensamento reflexivo” (Burlandy, 2004). Segundo
a mesma autora, todo processo de formagdo educacional deve partir de um
trabalho coletivo dos professores, a fim de integrar disciplinas e saberes que
possibilitem a formacdo de um aluno critico e com capacidade de refletir sobre o
seu desenvolvimento profissional e pessoal.

O problema de pesquisa que motivou esta dissertagdo consiste em como
desenvolver recursos didaticos para o ensino interdisciplinar de Estatistica, que
possam proporcionar aos alunos uma aquisi¢do de conhecimento menos
compartimentalizado, por meio de experiéncias que lhe permitam fazer
observagdes ¢ tirar conclusdes, desenvolvendo, assim, seu pensamento

cientifico, fundamental para a sua formagao.



Diante do exposto, o objetivo geral deste trabalho ¢ apresentar alguns
recursos didaticos para o ensino interdisciplinar de Estatistica e de
Probabilidade, tanto voltado para a Educagdo Basica como para o Ensino
Superior, a partir de sugestdes encontradas na literatura de Estatistica, Fisica e
Matematica.

No capitulo 2, buscou-se dar suporte tedrico e didatico aos professores
de Matematica e Estatistica na solu¢ao de problemas envolvendo o conceito de
probabilidade geométrica. O objetivo do capitulo 3 ¢ discutir alguns aspectos
tedricos, com o intuito de auxiliar a compreensdo dos conceitos envolvidos na
manipulag¢do do Quincux de Galton e, por conseguinte, estimular a sua utilizagdo
no ensino interdisciplinar da Estatistica. Tendo com foco principal o ensino
interdisciplinar de Estatistica, procurou-se, ao longo do capitulo 4, deduzir a lei
de distribuicdo de velocidades de Maxwell, por meio de uma abordagem

puramente estatistica.
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CAPITULO 2

PROBABILIDADE GEOMETRICA



1 RESUMO

SANTOS, Geraldino Moura dos. Probabilidade geométrica. In: .
Conceitos estatisticos no desenvolvimento de  metodologias
interdisciplinares de ensino. 2008, Cap. 2, p. 07-68. Dissertagao (Mestrado em
Estatistica e Experimentagdo Agropecuaria) — Universidade Federal de Lavras,
Lavras, MG".

A probabilidade geométrica lida com espagos amostrais
ndo-enumeraveis finitos ou infinitos, descritos por figuras geométricas. Muitos
problemas relacionados a este conceito exigem clara descrigdo do espaco
amostral para evitar ambigiiidades nas respostas. Objetivou-se, com a realiza¢do
deste trabalho, dar suporte tedrico e didatico a professores de Matematica e
Estatistica na solugdo de problemas envolvendo o conceito de probabilidade
geométrica. Para tal, foram propostas seqiiéncias didaticas, como divisdo de um
segmento em duas partes, problema do macarrdo, langamento de uma moeda
entre duas retas paralelas, jogo dos discos, agulha de Buffon e lancamento de
dardos. Para cada uma delas foram propostos a solugdo teodrica e os roteiros para
a simulag@o ludica e computacional. Os resultados obtidos pela aplicacdo da
probabilidade geométrica foram validados pelo conceito de probabilidade
freqiientista na simulagdo computacional. Em tais simulagdes, observou-se
estabilizacdo da freqiiéncia relativa em torno do valor tedrico da probabilidade
geométrica, para um numero elevado de repeticdes do experimento. Verificou-se
que as atividades podem ser aplicadas em diferentes niveis de ensino e com
diferentes graus de aprofundamento.

* Comité Orientador: Marcelo Silva de Oliveira — UFLA (Orientador), Verdnica Yumi
Kataoka (Co-orientadora) - UFLA



2 ABSTRACT

SANTOS, Geraldino Moura dos. Geometric probability. In: . Statistical
concepts in the development of methodologies teaching interdisciplinary.
2008, Chap. 2, p. 07-68. Dissertation (Master Program in Statistics and
Agricultural Experimentation) — Federal University of Lavras, Lavras, MG".

Geometric probability work with finite or infinite no-enumerable sample
spaces, described by geometric illustrations. Many problems, related to this
concept, demand an clear description of sample space to avoid ambiguities in the
answers. It was aimed at with that chapter to give didactic support to the
teachers of Mathematics and Statistics in the solution of problems involving the
concept of geometric probability. For that, didactic sequences were proposed as:
division of a segment in two parts; problem of the macaroni; tossing of a coin
among two parallel straight line; play of the disks; Buffon’s needle problem and
throwing of darts, being presented, for each a, the theoretical solution and the
routes for the ludic and computational simulation. The results obtained by the
application of the geometric probability they were validated by the concept of
frequency probability in the computational simulation. In such simulations, a
stabilization of the relative frequency was observed around of the theoretical
value of the geometric probability, for a high number of repetitions of the
experiment. It was verified that the activities can be applied in different teaching
levels and with different deepen degrees.

* Guidance Committee: Marcelo Silva de Oliveira “UFLA (Advisor), Veronica Yumi
Kataoka (Co- advisor) - UFLA



Capitulo 2 — Probabilidade Geométrica

3 INTRODUCAO

Considere a seguinte seqiiéncia de questionamentos:

e Uma pessoa procura, com os olhos vedados, atingir um alvo circular
com 40 cm de raio, tendo no centro um disco de 10 cm de raio. Se,
num determinado arremesso, ela acerta o alvo, qual a probabilidade
de que tenha atingido o disco central?

e Dividindo-se, aleatoriamente, um segmento em trés partes, qual ¢ a
probabilidade de que esses novos segmentos formem um tridngulo?

e Qual ¢ a probabilidade de um aviao cair?

e (Qual a probabilidade de que um carro seja roubado?

O conceito classico de probabilidade ¢ insuficiente para responder a
esses € a muitos outros questionamentos semelhantes, tendo em vista que tal
conceito exige que o espago amostral seja enumeravel e todos os casos possiveis
sd0 equiprovaveis, ou seja, a probabilidade de um evento € a razdo entre o
namero de casos favoraveis e o nimero de casos possiveis. Assim, torna-se
necessario o uso de outros conceitos de probabilidade, tais como o de
probabilidade geométrica e freqiientista.

Os dois primeiros podem ser respondidos por meio do conceito de
probabilidade geométrica. Tal probabilidade lida com espagos amostrais
descritos por figuras geométricas. Esses espacos sdo ndo-enumeraveis, podendo
ser finitos, como no caso da regido delimitada por um circulo, ou infinitos, como
o da regido delimitada por duas retas.

Muitos problemas relacionados ao conceito de probabilidade geométrica

exigem uma clara descri¢do do espago amostral, para evitar ambigiiidades nas
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Capitulo 2 — Probabilidade Geométrica

respostas, como, por exemplo, o problema denominado “paradoxo de Bertrand”.
Outros, porém, possuem solucdes diretas, como no caso da divisdo de um
segmento em duas partes. Em todos esses problemas, os resultados teoéricos
podem ser validados por meio de simulagdo lidica' ou computacional,
permitindo ao professor maior interagdo com seus alunos.

Essas simulagdes utilizam o conceito freqiientista de probabilidade, no
qual o valor da probabilidade ¢ estimado pela regularizagdo da freqiiéncia
relativa, o que ocorre para um grande numero de repeticdes do experimento.
Assim, a probabilidade de eventos, como aqueles citados nos questionamentos 3
e 4, pode ser estimada observando-se com que freqiiéncia que tais eventos
ocorrem.

De modo geral, o ensino de Probabilidade ¢ importante para o
desenvolvimento da capacidade critica do aluno e serve como pré-requisito para
estudos posteriores de Estatistica. O seu desenvolvimento, porém, encontra
dificuldades por parte de alguns professores de Matematica da Educagdo Basica
que, muitas vezes, ndo tiveram uma preparacao para lidar com tal tema e, além
disso, ndo tém suporte dos livros didaticos. No Ensino Superior, esse tema ¢
abordado, porém, essa abordagem ¢ feita de forma bastante teérica nas aulas de
Estatistica.

Por meio da realizacdo de atividades experimentais, os professores
podem minimizar suas proprias dificuldades e atrair um pouco mais a atengdo
dos alunos, tornando-os membros ativos do processo de ensino. Mesmo para os
professores de Estatistica do Ensino Superior, que ndo t€ém dificuldade em
relagdo a esse tema, essas atividades poderdo auxilid-los no sentido de servir
como um refor¢o pratico as suas aulas. Isso, porém, depende do processo de

condugdo das atividades.

' Neste trabalho, o termo simulagdo lidica foi utilizado para indicar o uso de material
concreto operado pelo aluno.
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Tendo em vista o que foi abordado anteriormente, o principal objetivo
deste capitulo é dar suporte tedrico e didatico aos professores de Matematica e
Estatistica na solu¢do de problemas envolvendo o conceito de probabilidade
geométrica. Para tal, primeiramente, foram apresentadas: uma abordagem geral
sobre o ensino de Probabilidade e o conceito de probabilidade geométrica, bem
como o conceito de probabilidade freqlientista. Em seguida, foram propostas
algumas seqiiéncias didaticas e foram discutidas as solugdes, tedrica e pratica,
desses problemas. A solucdo pratica, baseada no conceito freqiientista de
probabilidade, foi dividida em dois processos de simulagdo: a lidica e a
computacional. No caso da tltima, foram desenvolvidas e executadas rotinas no

software estatistico R.
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4 METODOS PARA O ENSINO E CALCULO DE PROBABILIDADE

4.1 Ensino de probabilidade

A probabilidade teve seu inicio associado aos jogos de azar e
desenvolveu-se a partir dos trabalhos de Jeronimo Cardano (1501-1576), que foi
o primeiro a fazer observacdes do conceito probabilistico de um dado
equilibrado e a escrever um argumento teorico para calcular probabilidades
(Lopes & Meirelles, 2005). Porém, muitos autores atribuem a origem dessa
teoria as correspondéncias entre Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre Fermat
(1601-1665) que realizaram, conjuntamente, estudos sobre o tema.

Nos tltimos vinte anos, a Probabilidade, juntamente com a
Combinatoria e a Estatistica, tem sido inserida nos curriculos de Matematica da
Educacdo Basica em muitos paises (Nicholson & Darnton, 2003; Batanero et al.,
2004). Ja no Brasil, esses temas estdo recomendados no bloco de conteudo
denominado “Tratamento da Informagdo”, dos Parametros Curriculares
Nacionais, “por possibilitar o desenvolvimento de formas particulares de
pensamento e raciocinio para resolver determinadas situagoes-problema” (Brasil,
1998:134).

De acordo com os Parametros Currilares Nacionais, a principal
finalidade do ensino de Probabilidade ¢ levar o aluno a compreender que grande
parte dos acontecimentos do cotidiano ¢ de natureza aleatdria e que possiveis
resultados desses acontecimentos podem ser identificados (Brasil, 1998:52).
Para Coutinho (2006) e Batanero & Godino (2002), a construgdo dos conceitos
probabilisticos deve ser feita a partir da compreensdo de suas trés nogdes
basicas: percepcdo do acaso, idéia de experiéncia aleatoéria e nogdao de
probabilidade. Assim, ¢ importante que o professor proponha atividades em que

o aluno realize experimentos e observe os eventos, de forma a promover a

13



Capitulo 2 — Probabilidade Geométrica

manifestacdo intuitiva do acaso e da incerteza, buscando, assim, a compreensao

de muitos fendmenos que ocorrem na natureza (Lopes, 2004; Kataoka et al.,

2007).

Seguindo essa mesma linha de raciocinio, Batanero & Godino (2002)

tragam algumas orientagdes sobre como ajudar os alunos no desenvolvimento do

raciocinio probabilistico:

proporcionar ampla variedade de experiéncias que permitam
observar os fendmenos aleatérios e diferencia-los dos
deterministicos;

estimular a expressdo de predi¢des sobre o comportamento desses
fendmenos e os resultados, assim como sua probabilidade;

organizar a coleta de dados de experimentacdo, de modo que os
alunos tenham possibilidade de contrastar suas predi¢gdes com os
resultados produzidos e revisar suas crengas;

ressaltar o carater imprevisivel de cada resultado isolado, assim
como a variabilidade das pequenas amostras, mediante a
comparagdo de resultados de cada aluno ou por partes;

ajudar a apreciar o fendmeno da convergéncia, mediante
acumulacdo de resultados de toda a turma e comparar a

confiabilidade de pequenas e grandes amostras.

Em consonancia com estas idéias, Lopes (1998) afirma que € necessario

desenvolver uma pratica pedagdgica na qual sejam propostas situagdes em que

os alunos realizem atividades experimentais, observando e construindo os

eventos possiveis.
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Essas atividades poderdo dar um suporte didatico ndo sé aos alunos, mas
também aos professores, ja que muitos deles sentem-se inseguros ao lidar com o
ensino de Probabilidade. Para Serradé et al. (2006) e Dias (2004, apud
Gongalves & Muniz, 2006), existem duas dificuldades pedagdgicas para que os
professores de Matematica da Educagdo Basica ensinem Probabilidade: a
primeira refere-se a novidade que a inser¢do desses tdpicos no curriculo
representa, fazendo com que o professor tenha de quebrar habitos e, assim,
buscar novas informagdes e atividades para desenvolver na sala de aula. A
segunda situacdo, relatada também por Batanero et al. (2004) e Pecky & Gould
(2005), ¢ a de que os educadores provenientes das licenciaturas em Matematica,
as vezes, tém alguma formagdo basica em Probabilidade e Estatistica, mas,
geralmente, ndo tém formacdo nas questdes relacionadas ao ensino destes
contetdos.

Dessa forma, segundo Kataoka et al. (2007) e Lopes (2004), esses
professores apresentam os conteudos de Probabilidade e Estatistica com a
exatiddo, o determinismo e o calculo que a tradigio Matematica impde,
opondo-se, dessa forma, a exploragdo de situacdes que envolvam aproximagao,
aleatoriedade e estimagdo. Os mesmos autores relatam que essa falta de
experiéncia no “modo probabilistico de pensar” parece implicar ndo s6 em uma
abordagem errada dos métodos probabilisticos, como também em um
desinteresse por parte dos professores pelo assunto.

Outro fator agravante no ensino de Probabilidade é que os livros de
Matematica da Educacdo Basica, as vezes, apresentam uma visdo muito estreita
sobre esse tema (apenas a aproximagdo classica, na qual a probabilidade de um
evento ¢ a razdo entre o numero de casos favoraveis ¢ o niumero de casos
possiveis) e, em outras situagdes, aplicacdes restritas aos jogos de azar (Batanero
et al., 2004). Esses autores também relatam que, em alguns desses livros, as

defini¢oes dos conceitos sdo dadas de forma errada.
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Seguindo o mesmo raciocinio, Coutinho (2004) afirma que os livros de
Matematica destinados da 5% a 8 séries do Ensino Fundamental ndo sugerem o
trabalho com enfoque experimental, o que pode contribuir para o
desenvolvimento do ponto de vista freqiientista do conceito de probabilidade.
Também nao se encontram referéncias ao conceito de probabilidade geométrica.
Vale destacar que o contexto geométrico foi objeto de questao do ENEM-2002.

Com base nessa questdo, Coutinho & Gongalves (2003), citados por
Gongalves (2004), relatam que um professor, ao ser indagado sobre como
explicaria aos seus alunos a resolucdo de tal questdo afirma que “este conteudo
ndo faz parte do Ensino Fundamental, mas sim do Ensino Médio, logo, ndo teria
argumentos suficientes para explicar para minhas turmas”. Segundo os mesmos
autores, “o referido problema tem como técnica uma simples comparacdo de
areas, conteudo disponivel para os alunos do quarto Ciclo do Ensino
Fundamental, ciclo no qual trabalhava o referido professor.”

Os fatos apresentados anteriormente mostram a importancia de um
processo de formacdo continuada dos professores de Matematica da Educacdo
Basica, o que, segundo Costa (2005), propicia o desenvolvimento profissional
do professor por meio de trocas de experiéncias com seus pares, criando
condi¢des mais efetivas para mudangas das praticas pedagogicas.

Com respeito a esse processo € a proposicdo e execucdo de atividades
didaticas com os estudantes da Educacdo Basica, encontram-se varios exemplos
de trabalhos que ja vém sendo realizados. Dentre estes, citam-se Cordani (2006),
Gattuso & Pannone (2002), Innabi (2002), Peck & Gould (2005), Coutinho
(2006), Lopes (2006), Morin (2006), Watson (2006) e Kataoka et al. (2007).

Para Lopes (1998), os cursos de formacdo continuada de professores
auxiliam na efetivacdo do ensino da Probabilidade e da Estatistica, na qual o
professor possa assumir-se como professor reflexivo no processo de ensino-

aprendizagem, ou seja, auxiliando na elaboragdo de sinteses e na organizacdo
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dos trabalhos, propiciando-lhes um espago coletivo de analise das praticas
pedagodgicas.

No Brasil, esfor¢os tém sido feitos no intuito de melhorar o
conhecimento ¢ o desenvolvimento profissional dos professores de Matematica
que ensinam Probabilidade. Isso ocorre por meio de artigos em revistas, como
Professor de Matematica ¢ Educacdo Matematica em Revista; oficinas e
trabalhos em congressos, como o Encontro Nacional de Educagdo Matematica,
além dos encontros regionais; da consolidagdo de um grupo de pesquisa em
Estatistica e Probabilidade — GT12 (Sociedade Brasileira de Educagao
Matematica)’; Grupo de Formagdo de Professores — GT8 (Associagio
Nacional de Professores ¢ Pesquisadores da Area de Educacdo)’; da
elaboragdo de dissertagdes de mestrado e teses de doutorado nos programas de
pos-graduagdo em Educagdo Matematica e da oferta de oficinas pedagogicas por
diversos pesquisadores.

Portanto, o ensino de Probabilidade necessita de um trabalho mais
amplo, junto aos professores de Matematica da Educagdo Basica, para ser

explorado além de seu enfoque puramente classico.

4.2 Probabilidade geométrica

Os dois primeiros questionamentos apresentados na abertura deste
capitulo mostram situagdes em que o conceito de probabilidade geométrica se
faz necessario. Segundo Tunala (1995), alguns problemas de probabilidade sdo
equivalentes a sele¢@o aleatdria de pontos em espacos amostrais representados
por figuras geométricas. Nos modelos em questdo, a probabilidade de um
determinado evento se reduz a relagdo — ou ao seu limite, caso exista — entre

medidas geométricas homogéneas, tais como comprimento, area ou volume.

% http://www.sbem.com.br/index.php.
* http://www.anped.org.br.
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De acordo com Guimardes (1997), citado por Gongalves (2004), a

probabilidade geométrica pode ser caracterizada da seguinte forma:

N&o é possivel, por exemplo, calcular a probabilidade de que
um ponto selecionado ao acaso a partir de uma regido (por
exemplo, de um circulo) que se localize numa determinada
sub-regido incluida nesse circulo (por exemplo, um
tridngulo). Para o fazer, é necessario estender o conceito de
probabilidade ao acaso de experiéncias aleatdrias, nas quais

os resultados possiveis constituam conjuntos continuos.

Implicita nessas idéias estd a importancia da descricdo do espago
amostral, j& que ¢ com base nele que a probabilidade geométrica pode ser
calculada. Segundo Meyer (1983), a fim de descrever um espaco amostral
associado a um experimento, deve-se ter uma idéia bastante clara daquilo que

3

esta sendo mensurado ou observado. Por isso, deve-se falar de “um” espago
amostral associado a um experimento € ndo de “o” espago amostral.

Isso fica bastante evidente no problema denominado “paradoxo de
Bertrand” que, segundo Magalhdes (2006), apesar de ser conhecido como um
paradoxo, tratam-se apenas de diferentes escolhas do espago de probabilidades e
cada interpretagdo conduz a uma resposta diferente, o que ¢ natural no caso da
probabilidade geométrica. Uma das maneiras de representar esse problema ¢

dada pelo enunciado a seguir.

No circulo unitario de centro O, representado na Figura 2.1, o tridngulo

eqiiilatero inscrito tem lado igual a NER Qual ¢ a probabilidade de uma corda
(AB) desse circulo, escolhida ao acaso, ter comprimento maior que o lado desse

tridngulo?
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NS

B

FIGURA 2.1 Paradoxo de Bertrand.

Com base nas idéias de Magalhaes (2006) ¢ Wagner (1997), as possiveis

interpretagdes para a solugao desse problema sdo apresentadas a seguir.

17 interpretacio
Escolhe-se, aleatoriamente, um ponto P dentro do circulo e liga-se esse
ponto ao centro por meio de um segmento de reta. A corda ¢ tracada nesse ponto

perpendicularmente ao segmento, conforme Figura 2.2.

B

FIGURA 2.2 Paradoxo de Bertrand — 1? interpretagao
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Para essa interpretacdo, se o segmento OP, o raio do circulo interno, for

igual a y , 0 segmento AB valera V3. Assim, o espago amostral ¢ definido

pelos pontos pertencentes ao circulo unitario e a regido que produzira as cordas
. . . ; .1
desejadas ¢ aquela definida pelo circulo de mesmo centro e raio > Logo, a

probabilidade de interesse sera:

2
1
area do circulo internode raio % ﬂ(j 1

P = = =
area do circulo externo ”(1)2 4

2% interpretacio
Fixa-se uma das extremidades da corda e escolhe-se, ao acaso, o outro

extremo na circunferéncia. Para que a corda seja maior que o lado do triangulo
eqiiilatero, seu comprimento X deve ser tal que I<x<2. Entdo, o outro

extremo da corda devera ser escolhido no menor arco com extremidades entre

27 4r
— e — (Figura 2.3).
3 3 (Fig )

origem

FIGURA 2.3 Paradoxo de Bertrand — 2% interpretacéo.
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Neste caso, o espaco amostral consiste de todos os pontos da
circunferéncia e o evento de interesse é constituido pelos pontos do referido

arco. Assim, a probabilidade desejada sera:

. 27 4rx 2z
comprlmento do menor arco entre — e — N

comprimento da circunferéncia 27 3

3? interpretacio

Escolhe-se um ponto ao acaso, em um dos raios do circulo e por esse
ponto traga-se uma corda, perpendicularmente a esse raio. Esse procedimento
aleatorio ¢ equivalente a sortear um ponto no intervalo [0, 1], j4 que o raio

utilizado ¢é irrelevante ao processo. Para que a corda tenha comprimento maior

. . . 1
que V3 , € necessario que ela esteja situada no intervalo {O, E}, conforme

Figura 2.4.

B

FIGURA 2.4 Paradoxo de Bertrand — 3* interpretagéo

O espaco amostral, nessa situagdo, ¢ o conjunto de todos os pontos

pertencentes ao intervalo [0, 1] e o evento de interesse ¢ constituido pelos pontos

1 . .
no intervalo {0, E} . Portanto, a probabilidade desejada sera:
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comprimento do intervalo | 0, 1 (1
2 2 1

comprimento do intervalo [0, 1] R

P = —

Para decidir qual das trés respostas ¢ a correta, ¢ necessario reformular a
pergunta de modo a torna-la mais precisa, ou seja, definir detalhes de como a
corda (AB) sera tragada, pois ha trés modos geométricos diferentes de construir
essa corda. O detalhamento do modo de tragado da corda deve ser feito para
evitar ambigiiidades. Porém, em muitos problemas de probabilidade, essa
definicdo precisa, talvez, seja a parte mais dificil.

Por outro lado, existem problemas relacionados a probabilidade
geométrica, cujas solugdes sdo bastante simples. Isso pode ser encontrado nos

casos (Tunala, 1995 e Wagner,1997) tratados a seguir.

Escolher um ponto de um determinado segmento de reta

Se X e Y sdo pontos de um segmento de reta AB (Figura 2.5), admite-se
que a probabilidade de um ponto desse segmento pertencer ao segmento XY
(contido em AB) ¢é proporcional ao comprimento de XY ¢ ndo depende da

posicdo dos pontos X e Y sobre AB.

A X Y B

FIGURA 2.5 Pontos de um segmento de reta.

Portanto, selecionando um ponto de AB, a probabilidade de que ele
pertenga a XY sera:

comprimento de XY

P = .
comprimento de AB

2.1)
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Escolher um ponto de uma determinada figura plana
Analogamente, suponha que uma figura plana B (Figura 2.6) seja parte

de outra figura plana A e que se tenha escolhido ao acaso um ponto de A.

FIGURA 2.6 Pontos de um plano.

A probabilidade de um ponto de A pertencer a B é proporcional a area de
B e ndo depende do lugar que B ocupa em A. Entdo, a probabilidade de que o
ponto selecionado esteja em B sera:

P e}rea de B. 2.2)
area de A

Escolher um ponto de um determinado sélido

De modo semelhante, a probabilidade de um ponto, escolhido
aleatoriamente dentro de um soélido G, pertencer a uma parte g desse solido
(Figura 2.7) sera:

_ volume de g

= —_— (2.3)
volume de G

Gg@

FIGURA 2.7 Ponto escolhido num sélido.
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Nota-se, entdo, que a probabilidade geométrica pode ser aplicada a todos
os problemas envolvendo figuras geométricas. Tal conceito pode ser usado
também em atividades praticas, como, por exemplo, para estimar 0 comprimento
total dos canais de uma rede de drenagem a partir do nimero médio de
intersec¢cdes dessa com uma rede de retdngulos, numa bacia hidrografica
(Batista, 1987).

Alguns problemas relacionados a probabilidade geométrica exigem
conhecimentos matematicos um pouco mais avancados. Outros, devido a sua
simplicidade, podem ser trabalhados até mesmo na Educacdo Basica, cabendo ao

professor escolher os problemas de acordo com o nivel de seus alunos.

4.3 Probabilidade freqiientista

Para estimar a probabilidade de certos eventos, como aqueles citados
nos questionamentos 3 e 4, do inicio deste capitulo, é necessario observar com
que freqiiéncia esses fatos ocorrem. Apos um grande numero de observagdes,
dividindo-se o niimero de vezes que determinado fato ocorreu pelo nimero de
observagoes feitas, obtém-se uma estimativa da probabilidade desse evento. A
principal caracteristica desse enfoque é que o valor matematico da probabilidade
emerge do processo de experimentacdo, caracterizando a denominada
probabilidade freqiientista.

A visdo freqiientista de Probabilidade foi iniciada por Jacques Bernoulli
(1654-1705) em sua obra “Ars Conjectandi” (1713), na qual aproxima a
probabilidade de um evento pela sua freqiiéncia observada quando a experiéncia
¢ repetida um grande nimero de vezes. Em uma passagem de sua obra,
Bernoulli afirma que:

(...) Os dados que nao nos séo oferecidos ““a priori”’ 0 sdo ao
menos “‘a posteriori”’, isto €, serd possivel extrai-los

observando o0s resultados de numerosos exemplos
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semelhantes; porque devemos presumir gque, em seguida,
cada fato pode acontecer ou ndo acontecer no mesmo
nimero de casos nos quais foi constatado anteriormente, em
um estado de coisas semelhantes (...) (Bernoulli, 1713, apud
Coutinho, 1994, p.16.).

Desse modo, Bernoulli propde um teorema (Lei dos Grandes Numeros
ou Teorema de Bernoulli), no qual a probabilidade de um evento ocorrer tende a
um valor constante quando o numero de ensaios desse evento tende ao infinito.

Uma justificativa desse processo ¢ encontrada na seqiiéncia de sua obra:

(...) seja entdo o numero de casos férteis em relacdo ao
namero de casos estéreis, precisamente ou aproximadamente
na razdo r/s, e que seja, em consequéncia, em relagdo ao
namero total na razdo r/(r+s) ou r/t, admitindo os limites
(r+1)/t e (r-1)/t. E necessario mostrar que se pode conceber
experiéncias em tal nimero que as tornem mais verossimeis
guantas vezes se quiser que o numero de observacfes caia
no interior destes limites mais freqiientemente que fora dele,
isto é, que o numero de observacdes férteis seja, em
comparacdo ao nimero de todas as observacdes, uma razao
nem maior que (r+1)/t nem menor que (r-1)/t (Bernoulli,
1713, apud Coutinho, 1994, p.17).

Esse teorema, numa de suas formas mais conhecidas, pode ser expresso

p(k

da seguinte maneira:

—-p
n

<g]—>1,
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em que P tende para a certeza, quando o nimero de observagdes n cresce
indefinidamente, sendo K o nimero de sucessos observados, p a proporgdo
desconhecida e £ > 0 um niimero tdo pequeno quanto se queira. Assim:

limkz p.

n—

Para se ter uma idéia mais concreta dessa interpretagdo, considere que
um experimento aleatorio seja repetido muitas vezes sob condi¢des similares.
Segundo Mood et al. (1974), enquanto esses experimentos vao sendo repetidos
ocorre uma incontrolavel variagdo, que € casual e aleatoria, de forma que as
observagoes sdo individualmente imprevisiveis. Mas, a medida que o nimero de
repeticOes aumenta, a freqiiéncia relativa se estabiliza em torno de um valor que
¢, aproximadamente, a probabilidade do evento. Assim, a no¢do de
probabilidade aparece como o limite de uma seqiiéncia de eventos observaveis
experimentalmente (Silva, 2002, p. 46). Um exemplo classico é o da tachinha
que pode cair sobre a cabega ou sobre a ponta, no qual a probabilidade de cada
evento ¢ dificil de ser avaliada por consideragdes a priori.

Ainda de acordo com essas idéias, Meyer (1983) afirma que, quando o
experimento for executado repetidamente, os resultados individuais parecerao
ocorrer de forma acidental, mas, para um grande ntimero dessas repeti¢des, uma
configuracdo definida ou regularidade surgira, tornando-se possivel a construgao
de um modelo matematico preciso com o qual se analisard o experimento.

Nota-se, entdo, que o conceito freqiientista de probabilidade é baseado

no processo de repeticao do experimento.

4.4 FElo entre as duas concepcoes de probabilidades (freqiientista e
geométrica)

Por meio do conceito freqiientista de probabilidade, os problemas

relacionados a probabilidade geométrica podem ser comprovados de forma
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pratica, e a precisdo dessas solu¢des depende do numero de repeticdes e do
processo de conducdo do experimento.

Essas solugdes praticas podem ocorrer por meio de dois processos de
simulagdo: ludico e computacional. Cada um desses processos tem a sua
importancia no desenvolvimento intelectual do aluno. Eles sdo recomendados
para todos os niveis de ensino ¢ um ¢ o complemento do outro.

Na simulagdo computacional, o numero de repeticdes pode ser
extremamente elevado, favorecendo a estabilizacdo da freqiiéncia relativa em
torno do valor da probabilidade geométrica. Porém, devido as limitagdes de
recursos em muitas escolas, nem sempre ¢ possivel executar o processo de
simula¢do em sala de aula. Nesse caso, o resultado final pode ser apresentado
aos alunos por meio de transparéncias ou em papel impresso.

Por outro lado, a simulagdo ludica pode ser executada em qualquer
escola devido a sua simplicidade e ao baixo custo. Por meio dela, os alunos
tornam-se membros ativos do processo de ensino, auxiliando o desenvolvimento
do raciocinio probabilistico, permitindo também a manipulagdo de resultados
concretos, o que influencia de forma positiva a aprendizagem do aluno. Além
disso, possibilita o trabalho em grupos, que ¢ importante para a integracao de
seus componentes.

Uma desvantagem da simulagdo ludica ¢ que, devido a limitagdo da
experiéncia humana no tempo, no espago ¢ no conjunto de possibilidades
(Fischbein, 1987, apud Kataoka et al., 2007), o nimero de repetigdes nao €

suficiente para avaliar com precisao o valor da probabilidade.
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5 SEQUENCIAS DIDATICAS

Nesta se¢do sdo apresentadas as seqiiéncias didaticas para a solugdo de
alguns problemas relacionados a probabilidade geométrica. Para todas foi
utilizado o seguinte procedimento metodoldgico:

e apresentacdo da solugdo tedrica baseada no conceito de probabilidade

geométrica, representada pela letra P;

e descricdo do roteiro da atividade pratica, tanto para a simulagdo

lidica quanto para a computacional, com base no conceito

freqiientista de probabilidade, isto &,
P =—, (2.4)

em que, P, ¢ a estimativa da probabilidade, k 0 nimero de sucessos

e N o nimero total de repeticdes do experimento aleatdrio;

e cxecugdo da simulagdo computacional com os resultados sendo
apresentado graficamente;

e outras orientagdes sobre o desenvolvimento da atividade e discussao

dos resultados obtidos na simulagdo computacional.

Em cada uma das simulagoes ludicas, exceto na subsec¢do 5.5, o resultado
nomeado como “individual” refere-se a cada aluno ou grupo, e o “coletivo” ao
conjunto total de alunos ou de grupos.

Nas simula¢des computacionais, o termo nmax foi utilizado para
expressar o0 nimero maximo de repeti¢cdes do experimento.

Nos graficos de todas as simulagdes computacionais a escala utilizada foi
de 0,003, para mais ou para menos, em relacio ao valor tedérico da

probabilidade.
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No grafico obtido em cada uma das simula¢des computacionais, exceto
na subse¢do 5.5, a linha pontilhada refere-se a probabilidade geométrica ¢ a
linha continua, a probabilidade freqiientista. J4 na subsecdo 5.5, a linha
pontilhada refere-se ao valor verdadeiro de @ e a continua, a sua estimativa.

No grafico de cada uma das subseg¢des, o evento favoravel é representado
por uma bola cheia e o desfavoravel, por uma bola vazia.

Na subsegdo 5.7 apresentam-se os comentarios gerais sobre todas as
atividades.

As simulagdes computacionais foram realizadas no software R versdo

2.6.2 (R, Development Core Team, 2008).

5.1 Divisao de um segmento em duas partes

Apresentacio do problema
Considere um segmento OA de comprimento /. Se esse segmento for
dividido, por um ponto B, em duas partes (ﬁ e EA), qual a probabilidade de

que a de menor comprimento seja superior a % ?

Solucio - probabilidade geométrica (Tunala, 1995)
Conforme ja foi abordado, a probabilidade de um ponto situar-se num
segmento ¢ proporcional ao comprimento deste e ndo depende da posicdo que o

segmento ocupa. Assim, para resolver o problema, consideram-se os pontos

X, Y € OA, de forma que os comprimentos dos trés segmentos OX, XY e YA
sejam iguais a % . O comprimento do menor dos segmentos OB e BA serd
superior a y somente se o ponto B, que divide o segmento em duas partes

3 b b b

pertencer ao segmento XY (Figura 2.8).
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Y A

—— P r———»
KoK A

FIGURA 2.8 Divisdo aleatoria de um segmento OA em duas partes (OB ¢
BA).

I O
>
o]

Portanto, de forma semelhante a expressao 2.1, a probabilidade desejada

sera:

P _ comprimento de XY B (%) 1 2.5)
comprimento de OA 14 3 '

Descricao da atividade - probabilidade freqiientista

I) Simulacio lidica
Para a simulagdo ludica da divisdo de um segmento em duas partes,

sugere-se a atividade descrita pelos passos a seguir.

Passo 1: Distribuir, para cada aluno, n espaguetes de macarrao e pedir que eles
os dividam aleatoriamente em duas partes.

Passo 2: Contar o nimero k de vezes que cada aluno obtiver uma das partes
com comprimento superior a um ter¢o do comprimento total.

Passo 3: Calcular a freqiiéncia relativa (expressao 2.4), individual e coletiva, e
confrontd-las com o resultado da probabilidade geométrica (expressao
2.5).

Passo 4: Discutir as possiveis diferengas entre os resultados encontrados.
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IT) Simula¢ao computacional
Para a simulagdo computacional da divisdo de um segmento em duas
partes, o professor pode utilizar a rotina Al (Anexo A) ou construir a sua

propria, seguindo as orientagdes dadas pelo fluxograma da Figura 2.9.

Inicio

f Entrar com ¢/ e nmax f

¥
n=1 e k=0

O

X (n° aleatdrio uniforme entre zero e ()

nao

sim

k=k+1

n=n+1

FIGURA 2.9 Fluxograma da simulacdo computacional da divisdo de um
segmento em duas partes.
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Comentarios

A turma pode ser dividida em dois grupos. Um deles fara esta
experiéncia ¢ o outro, a experiéncia do problema do macarrdo que sera
apresentado na subsecdo 5.2.

O professor pode utilizar esta atividade para formalizar os conceitos de
probabilidade geométrica e freqiientista, ja que ela é bastante simples e ndo
exige um conhecimento avangado de calculo.

Na Figura 2.10 esta representado o desenho da ultima repeticdo (parte
superior) e o grafico da probabilidade em fun¢do do niimero de repetigdes (parte
inferior) para a simulagdo da divisdo de um segmento em duas partes, com
£=20 e nmax=200.000. Acima de 50.000 repeticdes houve pequenas
oscilagdes da probabilidade freqilientista em torno da probabilidade geométrica e
a maxima diferenca absoluta entre elas foi de, aproximadamente, 0,16%. Nota-se

que, na ultima repeti¢ao, ocorreu um evento favoravel.

e Evento favoravel

e o Evento desfavoravel

Frobatildace
0330 033 0392 03\ 034 0335 03 0357
0 03T 02 035 034 0335 093 09
T
.

— Pt

T T T T
50000 100000 150000 200000
Mdmero de repeticbes

FIGURA 2.10  Representacdo da divisdo de um segmento em duas partes e
grafico da probabilidade em fung@o do ntimero de repeticdes.
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5.2 Problema do macarrao

Apresentaciio do problema

Dividindo-se aleatoriamente um segmento em trés partes, qual ¢ a
probabilidade de que esses novos segmentos formem um tridngulo?

Solucio - probabilidade geométrica (Wagner, 1997)

Toma-se um segmento de reta AB de comprimento /. Esse segmento &

dividido em trés partes: uma, E, de comprimento X; uma %, de

comprimento y e a terceira QB, naturalmente com comprimento {—X-—Y
(Figura 2.11).

¢ O

A
A

y

(—X-Yy

FIGURA 2.11 Divisdo aleatoria de um segmento AB em trés partes (ﬁ, %
e @).

Cada forma de dividir o segmento AB fica, entdo, associada ao par

ordenado (X, y) em que x>0, y>0 e X+Yy < ¢, o que corresponde a um

ponto no interior do tridngulo representado pela regido G do plano cartesiano
(Figura 2.12).
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v

FIGURA 2.12 Apresentagdo grafica da divisdo aleatdria de um segmento em
trés partes.

Entretanto, ndo sdo todas as divisdes que formam tridngulos. Um
tridngulo existe se, e somente se, cada lado for menor que a soma dos outros

dois. Isso ¢ equivalente a dizer que, em um tridngulo, cada lado ¢ menor que o

seu semiperimetro que, nesse caso, ¢ igual a % (Figura 2.13).

N

v

FIGURA 2.13 Problema do macarrdao — Regido favoravel (g).

l l l . .
Tem-se, portanto, X < > y < ) e l—-X-y< 5 Essa ultima condigdo

. . 4 . . .
¢ naturalmente equivalente a X+ Y > 5 e, reunidas as trés, tem-se que a regido
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favoravel (@) € o interior do triangulo formado pelos pontos médios dos lados do

triangulo maior, correspondendo a % da area total. Assim, de forma

semelhante a expressdo 2.2, a probabilidade desejada sera:

1
" -s
p_ area do triangulo menor (4 j _ 1 (2.6)
area do triangulo maior S 4 '

Descri¢ao da atividade - probabilidade freqiientista

I) Simulacao ladica
A simulagdo ludica do problema do macarrdo pode ser feita de acordo

COm 0S Passos a seguir.

Passo 1: Distribuir, para cada aluno, n espaguetes de macarrao e pedir que eles
os dividam aleatoriamente em trés partes, sem uma explicacio
antecipada sobre a finalidade da divisdo.

Passo 2: Formar um tridngulo com as trés partes de cada espaguete.

Passo 3: Contar o numero kK de vezes que cada aluno formar um tridngulo com
os trés pedacos.

Passo 4: Calcular a freqiiéncia relativa (expressdo 2.4), individual e coletiva e
confronta-las com o resultado da probabilidade geométrica (expressdo
2.6).

Passo 5: Discutir as possiveis diferengas entre os resultados.

IT) Simulac¢io computacional

Para a simulagdo computacional do problema do macarrdo, o professor
pode utilizar a rotina A2 (Anexo A) ou construir sua propria, seguindo as

orientagOes dadas pelo fluxograma da Figura 2.14.
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,u( Entrar com ¢/ e nmax f
]
n=1 ¢ k=0

5o
P

X ey (n° aleatorio uniforme entre zeroe /)

sim
X+y=>1/07?
nao
Z=0—-X-Y

n=n+1

FIGURA 2.14 Fluxograma da simulagdo computacional do problema do
macarrao.
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Comentarios

O resultado da simulagdo ludica, para esta atividade, provavelmente,
causara um “espanto” geral entre os participantes, pois o valor obtido pode ser
bem distante do valor verdadeiro. O motivo desse distanciamento esta na propria
execucdo do experimento que, na maioria das vezes, ndo ¢ realizada de forma
aleatoria, como exige o enunciado do problema. Havera uma tendéncia de que a
maioria dos participantes divida seus espaguetes em pedagos de comprimentos
proximos, o que afetara o resultado final.

Porém, para a simulagdo computacional, a divisdo do segmento em trés
partes ocorre sem a tendéncia de igualdade das mesmas.

Na Figura 2.15 encontra-se um desenho da ultima repeticdo (parte
superior) e o grafico da probabilidade em fun¢do do nimero de repeti¢des (parte
inferior) para a simulacdo do problema do macarrdo, com (=30 e
nmax =200.000. Acima de 25.000 repetigdes houve pequenas oscilagdes da
probabilidade freqiientista em torno da probabilidade geométrica e a maxima
diferenga absoluta entre elas foi de, aproximadamente, 0,15%. Nota-se que, na
ultima divisdo, as trés partes nao formaram um triangulo, isto é, o par ordenado

(X, y) caiu fora da regido favoravel.
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1= 30 ‘ i '

- P

Probabilidade
; : a 2|52 0.253
T
}

0247 0248 0 2I49 0250 0251

— pf

T T T T
0 50000 100000 150000 200000
Nimero de repeticoes

FIGURA 2.15 Representagdio do problema do macarrdo e grafico da
probabilidade em fung¢do do ntimero de repetigdes.

5.3 Lancamento de uma moeda entre duas retas paralelas

Apresentacio do problema

. rqe 2 . A .
Considere uma familia de retas paralelas em R”, em que a distincia

entre quaisquer duas retas adjacentes vale d =2a. Qual ¢ a probabilidade de

que uma moeda de raio r < @, lancada ao acaso sobre o plano, ndo intercepte

nenhuma das retas?
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Solu¢ao - probabilidade geométrica (Tunala, 1995)
Seja h a distincia entre o centro da moeda e um eixo equidistante das

duas retas mais proximas (Figura 2.16).

FIGURA 2.16 Langamento da moeda entre duas retas.

Pode-se verificar que a moeda ndo intercepta quaisquer retas desde que
h < (a-r). Assim, o lugar geométrico do centro da moeda devera ser a regido

retangular infinita hachurada (g) da Figura 2.17.

A
v

2a g $2 (a-r

FIGURA 2.17 Langamento da moeda - regido favoravel (g).

Portanto, sendo G a regido total delimitada pelas duas retas, a

probabilidade desejada sera:

. 2(a—r) ¢
_dreadeg _ . 2(a-0)( 2.7)
area deG »= 2a/ a
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Tomando-se como exemplo @ = 5 ¢cm ¢ uma moeda de 5 centavos, de
raio r = 1 cm, essa probabilidade sera de 80%, como pode ser facilmente

verificado.

Descricao da atividade - probabilidade freqiientista

I) Simulacio ludica
A simulagdo ludica para o lancamento da moeda entre duas retas
paralelas pode ser feita de acordo com os passos a seguir.

Passo 1: Distribuir, para cada dupla, um pequeno tabuleiro de madeira com um
feixe de retas paralelas e uma moeda de didmetro menor que a
distancia entre as retas.

Passo 2: Cada dupla devera lancar a moeda n vezes sobre o tabuleiro ¢ contar o
namero K de vezes que ela intercepta uma das retas.

Passo 3: Calcular as freqiiéncias relativa (expressao 2.4), individual e coletiva, e
confronta-las com o resultado da probabilidade geométrica (expressdo
2.7).

Passo 4: Discutir as possiveis diferengas entre os resultados.

IT) Simulac¢io computacional
Para a simulagdo computacional do lancamento da moeda entre duas
retas paralelas, o professor pode executar a rotina A3 (Anexo A) ou construir sua

propria, seguindo as orientagdes dadas pelo fluxograma da Figura 2.18.
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Inicio

f Entrar com d, r e nmax }f
!
n=1¢ k=0

3

. . d
h (n° aleatdrio uniforme entre zero e E)

nao

sim

k=k+1

n=n+1

FIGURA 2.18 Fluxograma da simulagdo computacional do langamento de
uma moeda entre duas retas paralelas.

Comentarios
Para a simulacdo ludica, o professor pode utilizar também o chio da sala

de aula, caso esse seja constituido por ladrilhos formando retas paralelas. Nessas
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condi¢des, a moeda pode ser substituida por discos de papeldo com didmetros
menores que a distancia entre as retas.

Na Figura 2.19 estdo representados o desenho do ultimo langamento da
moeda (parte superior) e o grafico da probabilidade em fungdo do ntimero de
langamentos (parte inferior). Nessa atividade, considerou-se d =10, r=3 e
nmax =200.000. Acima de 55.000 lancamentos, houve pequenas oscilagdes da
probabilidade freqiientista em torno da probabilidade geométrica (que neste caso
vale 0,4) e a maxima diferenca absoluta entre elas foi de, aproximadamente,
0,11%. Nota-se que no ultimo langamento, a moeda interceptou uma das retas,

isto €, o centro da moeda caiu fora da regido de sucesso (evento desfavoravel).

d=10

0 4‘U1

Frobabilidade
1
T

U.?iEE

— Ff

T T T T
0 50000 100000 150000 200000
Nimero de Lancamentos

FIGURA 2.19 Desenho representativo do ultimo lancamento da moeda e
grafico da probabilidade em fun¢do do numero de lancamentos.
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5.4 Jogo dos discos

Apresentacio do problema

Em um plano pavimentado com quadrados de lado ¢ ¢ langado,
aleatoriamente, um disco de didmetro d. Qual é a probabilidade de o disco,
depois de pousar no plano, ndo intersectar ¢ nem tangenciar os lados de nenhum
dos quadrados?

Na Figura 2.20 estd representado um arranjo com trés langamentos,

tendo em apenas um deles sido obtido sucesso.

FIGURA 2.20 Evento favoravel (A) e eventos desfavoraveis (B e C) no jogo
dos discos.

Solugio - probabilidade geométrica (Paterlini, 2002)

Para que um evento favoravel possa ocorrer, d deve ser menor do que /.
Construindo um quadrado de lado ¢ —d simetricamente disposto dentro do
quadrado de lado ¢ (Figura 2.21), observa-se que o evento sera favoravel se o
centro do disco cair no interior do quadrado de lado ¢ —d. Sob condigdes ideais,
pode-se supor que langar o disco aleatoriamente no piso ¢ o mesmo que langar

seu centro aleatoriamente. Assim a probabilidade do evento ser favoravel é a
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mesma probabilidade de um ponto, langado aleatoriamente dentro do quadrado

de lado Z, cair dentro do quadrado de lado ¢/ —d.

FIGURA 2.21 Regido favoravel ao jogo do disco.

Portanto, a probabilidade desejada seré:

area do quadrado menor (/-d)’ 2 =2/d+d?
drea do quadrado maior 7’ /7

- P= (Lz)dz—(sz +1. (2.8)
/ /

Essa expressdo ¢ uma fungdo do segundo grau e, assim, a curva formada

P =

serd um arco de parabola, em que os valores de P decrescem com o aumento do
diametro do disco, que sé pode assumir valores entre zero e /. Na Figura 2.22

esta representada a curva obtida para / = 30 e P = p.
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1 —
9 —
0,8 —
0,7 —
0,6 —
0,5 —
0,4 —
0,3 —
0,2
0,1 -

FIGURA 2.22 Grafico da probabilidade geométrica (p), em fung¢do do didmetro
do disco (d).
Fonte: Paterlini (2002).

Esse grafico permite determinar tanto o valor de p para um diametro
conhecido, como o valor de d para uma probabilidade conhecida.
Por outro lado, a expressdo matematica para determinac@o do valor de d

pode ser encontrada a partir da expressao 2.8 que pode ser reescrita da seguinte

1 2
“ e = |d+(1-P) = 0.
[F)e2)eo-m)
Resolvendo essa expressdo para d, encontra-se,
2
YOEDE
d = 1 = /(1£4/P).
o)
/

Entretanto, os valores de d devem ser tais que 0 <d </, assim:

d = 7(1-vP).

forma:
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Descricao da atividade - probabilidade freqiientista

I) Simulacao ladica
O roteiro para a simulagdo Iudica do jogo dos discos é dado pelos passos
abaixo.

Passo 1: Distribuir, para cada dupla, um pequeno tabuleiro de xadrez, com
quadrados de lado conhecidos, /.

Passo 2: Langar uma moeda n vezes sobre o tabuleiro e contar o ntimero k de
vezes que ela ndo intercepta nem tangencia os lados de nenhum dos
quadrados. O didmetro da moeda devera ser menor que ¢ para que
ocorra algum sucesso.

Passo 3: Calcular a freqiiéncia relativa (expressdo 2.4), individual e coletiva, e
confrontd-las com o resultado da probabilidade geométrica (expressao
2.8).

Passo 4: Discutir as possiveis diferengas entre os resultados.

II) Simula¢io computacional
Para a simulacdo computacional do jogo dos discos, o professor pode
utilizar a rotina A4 (Anexo A) ou construir sua propria, seguindo as orientacdes

dadas pelo fluxograma da Figura 2.23.
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Inicio

Entrar com ¢, r ¢ nmax
/ 1 /
| n=1¢ k=0 |

x ey (n° aleatorio uniforme entre zero e /)

FIGURA 2.23 Fluxograma da simulagdo computacional do jogo dos discos.
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Comentarios

Quando o chdo da sala for constituido por ladrilhos quadrados, o
professor pode utiliza-lo em substituicdo ou complementagdo ao uso do tabuleiro
de xadrez. Nesse caso, as moedas poderdo ser substituidas por discos de papelao
com didmetros inferiores aos lados dos ladrilhos.

Cabe salientar que a probabilidade de sucesso sera tdo maior quanto
menor for o didmetro do disco (ou da moeda) em relacdo aos lados dos
quadrados. Isso pode ser facilmente verificado por meio do grafico da Figura
3.19, descrita anteriormente.

Na Figura 2.24 estdo representados o desenho do ultimo langcamento do
disco (parte superior) e o grafico da probabilidade em fun¢do do numero de
lancamentos (parte inferior). Esta simulacdo foi feita com (=10, r=2 e
nmax =200.000. Acima de 45.000 langamentos, houve pequenas oscilagdes da
probabilidade freqlientista em torno da probabilidade geométrica (que, neste
caso, vale 0,36) ¢ a maxima diferenca absoluta entre elas foi de,
aproximadamente, 0,16%. Nota-se, pela Figura 2.20, que, no ultimo langamento,
o disco nao interceptou nenhum dos lados do quadrado, isto ¢, o centro do disco

caiu dentro da regido de sucesso (evento favoravel).
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10
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— P

Frobetilidade
a %5? o %58 o %59 o %EEI o %51 o %52 o %53
T

T T T T
0 50000 100000 150000 200000
Nimero de Lancamentos

FIGURA 2.24 Desenho representativo de um langamento do disco e grafico da
probabilidade em fun¢dao do nimero de langamentos.

5.5 Problema da agulha de Buffon*

Apresentaciio do problema

Em 1777, o matematico e filésofo francés George Leclerc, o Conde de
Buffon (1707-1788), apresentou, no Essai d’Arithmétique Morale, o seguinte
problema:

Considere uma familia de retas paralelas em R*, em que a distancia
entre quaisquer duas retas adjacentes arbitrarias vale a. Tendo-se langado, ao

acaso, uma agulha de comprimento / (/ < a) sobre o plano, qual a

probabilidade de que essa agulha intercepte uma das retas?

* www.galileu.esalq.usp.br
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Solu¢ao - probabilidade geométrica (Tunala, 1995)
Seja x a distancia do ponto médio da agulha a reta mais proxima e 6 o

angulo formado entre a agulha e esta mesma reta (Figura 2.25).

FIGURA 2.25 Representacdo grafica da Agulha de Buffon.

Ainda na Figura 2.25, deduz-se que a agulha interceptara a reta mais
. I . e )
proxima se X < 5 sen 4, ou seja, se 0 ponto (X, 0), que individualiza a reta

mais proxima, pertencer a regido g da Figura 2.26.

%

FIGURA 2.26 Regido favoravel (g) da agulha de Buffon.
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O espago amostral, neste caso, ¢ formado por todos os pontos
pertencentes a regido que € delimitada pelo retangulo. Portanto, a probabilidade

desejada sera:

7 [
jo Esen(e)de

area de g /
P = _ _ sl
area do retangulo ﬂ(a) ﬂa[cos(ﬂ) cos( )}
2
p- 2t 29
ra

Estimacio de &

O numero = (pi) € uma constante matematica que pode ser representada
pela relagdo entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu didmetro. Sua
historia teve inicio ha cerca de quatro mil anos. Na atualidade, existem muitos
métodos que permitem calcular o valor de @ de forma precisa. Por exemplo,
usando métodos computacionais, pode-se calcular o seu valor com bilhdes de
casas decimais.

Por meio da associa¢do entre a freqiiéncia relativa e a probabilidade
geométrica, € possivel obter uma estimativa para o valor de . Isso pode ser feito
tanto por simulagdo ludica quanto por simulagdo computacional. Nos dois
processos de simulagdo, a estimativa de 7 surge igualando-se as expressdes 2.4 e
2.9. Assim:

LI 8 (2.10)
n ma ka
O valor de 7 calculado a partir da expressdo 2.10 se aproxima do valor

real de m a medida que o numero de langamentos aumenta.
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Descricao da atividade - probabilidade freqiientista

I) Simulacao ladica
Para a simulagao ludica da agulha de Buffon, sugere-se o roteiro abaixo.

Passo 1: Distribuir, para cada dupla, um pequeno tabuleiro de madeira com um
feixe de retas paralelas, separadas por uma distancia a.

Passo 2: Langar uma agulha, de comprimento / (£<a), n vezes sobre o
tabuleiro e contar o nimero k de vezes que ela intercepta uma das
retas.

Passo 3: Calcular a estimativa de n (expressao 2.10) e confrontad-la com o seu
valor verdadeiro.

Passo 4: Discutir as possiveis diferencas entre os resultados.

II) Simula¢ao computacional
Para a simulagdo computacional da agulha de Buffon pode-se utilizar a
rotina A5 (Anexo A) ou construir sua propria rotina, seguindo as orientacdes

dadas pelo fluxograma da Figura 2.27.
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Inicio

f Entrar com ¢, a e nmax f
.
n=1¢e¢ k=0

&

, . a
X (n° aleatério uniforme entre zero e E)

I

@ (n° aleatorio uniforme entre zero e )

n=n+l1

FIGURA 2.27 Fluxograma da simulagdo computacional do problema da
agulha de Buffon.
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Comentarios

Quando o chdo da sala for constituido por ladrilhos, o professor pode
utilizar algumas retas desse chdo em substitui¢do ou complementagdo ao uso do
tabuleiro de madeira, na simulagdo ludica. Vale ressaltar que o comprimento da
agulha devera ser menor ou igual a distancia entre as retas.

Na Figura 2.28 estdo representados o desenho do ultimo langamento da
agulha (parte superior) ¢ o grafico da estimativa de m em fun¢do do numero de
langamentos (parte inferior). Esta simulacdo foi feita com /=24, d=30 e
nmax = 200.000. Acima de 75.000 langamentos houve pequenas oscilagdes da
estimativa de 7 (linha continua) em torno de seu valor real (linha pontilhada) e a
maxima diferenga absoluta entre esses dois valores foi de, aproximadamente,
0,45%. Nota-se que, no ultimo langamento, a agulha interceptou uma das retas,

isto ¢, ocorreu um sucesso (evento favoravel).

15

30

T T T
0 50000 100000 150000 200000
Nimero de Lancamentos

FIGURA 2.28 Desenho representativo de um lancamento da agulha de
Buffon e grafico da estimativa de 7 em fungdo do nimero de
langamentos.
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5.6 Lancamento de dardos

Apresentacio do problema

Uma pessoa, com os olhos fechados, arremessa um dardo em diregdo a
um alvo circular de raio r;, tendo em seu centro um disco de raio I, (I, <r,),
conforme Figura 2.29. Se, num determinado arremesso, ela acertar o alvo, qual ¢

a probabilidade de que o disco central seja atingido?

\/

FIGURA 2.29 — Alvos deraios I e I, .

Solugio - probabilidade geométrica (Kataoka et al., 2007)
Conforme visto na expressao 2.3, a solucdo para esse problema ¢ dada

pela razdo entre as areas. Assim, a probabilidade desejada sera:

2

p _ drea do circulo menor _ T’ 5 @11
area do circulo maior  7r? r?

Descri¢ao da atividade - probabilidade freqiientista

I) Simulacao ladica
Para a simulagdo ludica do lancamento de dardos, sugere-se a atividade

descrita pelos passos a seguir.
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Passo 1: Distribuir n dardos para cada participante que devera langa-los no alvo

deraio ;.

Passo 2: Contar o numero (n) de vezes que cada participante acerta o alvo € o

numero (k) de vezes que ele acerta o disco central de raio T, .

Passo 3: Calcular a freqiiéncia relativa (expressdo 2.4), individual e coletiva, e
confrontar esses resultados com o da probabilidade geométrica
(expressdo 2.11).

Passo 4: Discutir as possiveis diferengas entre os resultados.

IT) Simulac¢io computacional
Para a simulacdo computacional do langamento de dardos, pode-se
executar a rotina A6 (Anexo A) ou construir sua propria rotina, seguindo as

orientacdes dadas pelo fluxograma da Figura 2.30.
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]f Entrar com r;, r,, e nmax Jf

!

X
T

x ey (n°aleatdrio uniforme entre zero e 21,)

:
ymin, =r, —/ r? —(x—rl)2
I

| n=1 k=0 |

2
2
ymax, =, +,/ 1, —(x—rl)

L]

FIGURA 2.30 Fluxograma da simulagdo computacional do lancamento de
dardos (...Continua...)
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FIGURA 2.30 Cont.

» . .
ymin, =r]—m
:

2
2
ymax, =, +,/ I, —(x—rl)
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Comentarios
Na Figura 2.31 estdo representados o desenho do ultimo arremesso do
dardo (parte superior) e o grafico da probabilidade em fungdo do nimero de

arremessos (parte inferior) para r,=10, r,=5 e nmax=250.000. Acima de

30.000 repetigdes houve pequenas oscilagdes da probabilidade freqiientista em
torno da probabilidade geométrica e a maxima diferenca absoluta entre elas foi
de, aproximadamente, 0,14%. Como exemplo nota-se que, no ultimo arremesso,

o dardo ndo acertou o disco central, isto €, ocorreu um evento desfavoravel.

ri= 10

0.2‘52

FProbabiiidade
0.250
T

U.2‘48

— P

U.2‘4S

T T T T T
0 50000 100000 150000 200000 250000
Nimero de Aremessos

FIGURA 2.31 Desenho representativo do arremesso de um dardo e grafico da
probabilidade em fung¢@o do numero de arremessos.
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5.7 Comentarios gerais sobre as atividades

Por meio da simulagdo computacional, a estabilizacdo da freqliéncia
relativa em torno da probabilidade geométrica se torna muito mais evidente do
que na simulacdo ludica. Isso ocorre porque, obviamente, neste caso, 0 nimero
de repetigdes, para o tempo da aula, pode ser bastante elevado.

Uma das vantagens de se usar o chdo da sala de aula para as simulagdes
Iudicas das subsecdes 5.3, 5.4 e 5.5 ¢ tirar os alunos da inércia, isto ¢, fazer com
que eles participem mais ativamente do processo de ensino. Ao sairem de suas
cadeiras, esses alunos, provavelmente, irdo se interessar mais pelo assunto que
estd sendo abordado e a aula se tornara bem mais descontraida. Outra vantagem
€ que isso permite uma maior socializagdo entre os alunos e entre professor-
aluno.

Na Tabela 2.1 foram feitas algumas consideragdes a respeito das
seqiiéncias didaticas de todas as subsegOes. Essas seqiiéncias poderdo ser
exploradas na Educagdo Basica ¢ no Ensino Superior de acordo com os
interesses e 0s objetivos dos professores e alunos, sendo nivel de exploracdo e de

ensino sdo apenas sugestoes.
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seqiiéncias apresentadas.
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Pré-requisitos e niveis de exploragdo sugeridos para as

NIVEL DE NIVEL DE
SEQUENCIA PRE-REQUISITO ENSINO EXPLORACAO
SUGERIDO SUGERIDO
5.1 Divisao de um Fundamental EA
Introdugdo a _
segmento em duas . Médio EEA
geometria ]
partes Superior EEA
Fundamental EA
5.2 Problema do
Geometria analitica Médio EEA
macarrao )
Superior EEA
5.3 Lang¢amento da Fundamental EA
moeda entre duas Nogoes de limites Médio EA
retas paralelas Superior EEA
, Fundamental EA
) Area de quadrados _
5.4 Jogo dos discos ) Médio EA
Fun¢do quadratica _
Superior EEA
Fundamental EA
5.5 Problema da
Integrais Médio EEA
agulha de Buffon
Superior EEA
Fundamental EA
5.6 Langamento de .
Area de circulos Médio EEA
dardos .
Superior EEA

*EA — execugdo da atividade, EEA — execugao e exploragdo da atividade
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Na coluna “Nivel de exploracdo”, da Tabela 2.1, EA refere-se a
execucdo da atividade de forma pratica, sem o desenvolvimento tedrico da
probabilidade geométrica, mas que ndo impede o professor de fomentar, junto
aos alunos, algumas dedugdes intuitivas, sem um elevado grau de
aprofundamento. Por outro lado, EEA refere-se a execucdo e exploracdo da
atividade. O grau dessa exploragdo ira depender do nivel escolar do aluno. Por

exemplo, no problema da agulha de Buffon (subsecao 5.5), o célculo da area sob
l . . . :
a curva Esen(ﬁ) exige o conhecimento de integral, conteudo disponivel apenas

para alunos do Ensino Superior. Assim, na Educacdo Basica, a formula da
probabilidade geométrica (2.9) pode ser apresentada sem o seu desenvolvimento
formal.

A vantagem em executar cada rotina do Anexo A na sala de aula ¢
mostrar o processo de simulacdo passo a passo, isto €, representar graficamente
cada repeti¢ao do experimento. Porém, como o tempo de aula é curto, o nimero
maximo de repeticdes, em uma aula, seria bem inferior ao utilizado nesse
trabalho (200.000 repetigdes). Em suas formas originais, o tempo médio gasto
para a execugdo de cada uma dessas rotinas em um computador com processador
Intel Pentium 4, 2666 MHz, 512 megabytes de memoéria RAM e 120 gigabytes
de disco rigido foi de, aproximadamente, 23 horas. Como o interesse nesse
trabalho era apenas o resultado final, foram feitas algumas modificagcdes nessas
rotinas, de forma que a representagdo grafica ocorresse apenas na ultima
repeti¢do. Com isso, houve uma enorme reducdo do tempo para cada execucao

das rotinas: O tempo médio caiu de 23 horas para 6 minutos.
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6 CONCLUSOES

Com este capitulo concluiu-se que:

as simulagdes, ludicas e computacionais, ddo credibilidade aos resultados
tedricos obtidos para todos os problemas relacionados a probabilidade
geométrica;

o método estocastico denominado “problema da agulha de Buffon” fornece
excelentes estimativas do valor de m para um nUmero elevado de
langamentos da agulha;

a simulagdo computacional fornece melhores resultados que a ludica, para
um mesmo intervalo de tempo, tendo em vista que o nimero de repeticdes
ou langamentos, provavelmente, serd muito mais elevado. Porém, tomando
com referéncia a Educacdo Basica, a simulacdo ludica deve ser escolhida,
por permitir ao professor, por meio de um processo manual de
experimentagdo, a apresentagao ¢ a discussao com os alunos dos conceitos
de probabilidade, estimacdo, variabilidade e fenomeno de convergéncia,
dentre outros;

em cada uma das seqiiéncias didaticas, os valores da probabilidade
freqiientista, obtidos na simulagdo computacional, tiveram pequenas
oscilagdes em torno da probabilidade geométrica, para um nimero elevado
de repetigdes ou langamentos. Esses resultados mostraram que os
algoritmos utilizados cumpriram bem os seus objetivos. Porém, é possivel
que, em alguma execucdo desses algoritmos, esses resultados ndo sejam
satisfatorios, tendo em vista as possiveis oscilagdes no gerador de niumeros

pseudo-aleatorios do software R;
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as atividades experimentais sdo excelentes ferramentas para o
desenvolvimento da capacidade critica dos alunos e para tornd-los membros
participativos do processo de ensino;

as atividades relacionadas a probabilidade geométrica podem ser aplicadas

em diferentes niveis de ensino e com diferentes graus de aprofundamento.
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1 RESUMO

SANTOS, Geraldino Moura dos. Quincux de Galton. In: . Conceitos
estatisticos no desenvolvimento de metodologias interdisciplinares de
ensino. 2008, Cap. 3, p. 69-106. Dissertagdo (Mestrado em Estatistica e
Experimenta¢do Agropecudria) — Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG".

O Quincux de Galton ¢ um aparelho que permite demonstrar
mecanicamente a geracdo da distribui¢do normal. Consiste de um quadro
composto por um conjunto de fileiras de pregos (que tem a fungdo de impedir a
queda livre de pequenas esferas) e de divisorias (nas quais essas esferas sdao
distribuidas). Buscou-se, com a realizagdo deste trabalho, discutir alguns
aspectos tedricos, com o intuito de auxiliar a compreensdo dos conceitos
envolvidos na manipulagdo do Quincux de Galton e, por conseguinte, estimular
a sua utilizacdo no ensino interdisciplinar da Estatistica. Para tal, primeiramente,
procurou-se descrever alguns modelos desse aparelho, dos quais foi tomado,
como foco para a realizagdo desse trabalho, o0 modelo denominado de um tnico
estagio e com base neste, dois aparelhos foram construidos. Em seguida,
realizaram-se dois tipos de simulacdo: a ludica (utilizando apenas um dos
aparelhos construidos) e a computacional (via web). Observou-se que, para um
grande niumero de esferas (o que € equivale a varias repeti¢des), o histograma
formado pelas esferas ou pela freqiiéncia observada tinha o aspecto da curva
normal. No caso do histograma da freqiiéncia observada/simulagdo ludica, tal
suposic¢ao foi comprovada com a aplicacdo do teste de Kolmogor-Simnorv. Vale
salientar que, na simulag@o ludica, essa curva foi mais achatada em relagdo a
curva esperada do que na simulagdo computacional, tendo em vista os erros
envolvidos no processo de experimentagdo (a propria construcdo do aparelho, a
quantidade de esferas soltas simultaneamente e irregularidade nos didmetros das
esferas, dentre outros). O Quincux de Galton pode ser aplicado em todos os
niveis de ensino, devendo o formalismo matematico ser omitido na Educagéo
Basica, devido a complexidade dos conceitos envolvidos.

* Comité Orientador: Marcelo Silva de Oliveira — UFLA (Orientador), Verdnica Yumi
Kataoka (Co-orientadora) - UFLA
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2 ABSTRACT

SANTOS, Geraldino Moura dos. quincunk of Galton. In:
Statistical concepts in the development of methodologies teaching
interdisciplinary. 2008, Chap. 3, p. 69-106. Dissertation (Master Program in
Statistics and Agricultural Experimentation) — Federal University of Lavras,
Lavras, MG".

Galton’s Quincunx is an apparatus that allows to demonstrate the
generation of the normal distribution mechanically. It consists of a picture
composed by a group of arrays of nails (that has as function to impede the fall
free from small spheres) and of slots (in which those spheres are distributed).
The objective of this chapter was to discuss some theoretical aspects, with
intention of aiding the understanding of the concepts involved in the
manipulation of Quincunx, and, consequently, to stimulate your use in the
Statistics teaching interdisciplinary. For such, firstly it tried to describe some
models of that apparel, of the which it was taken, as focus for the
accomplishment of that work, the denominated model of an only apprenticeship
and with base in this, two apparels were built. Soon after they took place two
simulation types: the ludic (just using one of the built apparels) and the
computational (he/she saw web). it was Observed that for a great number of
spheres, the one that is is equal to several repetitions, the histogram formed by
the spheres or for the observed frequency, they had the aspect of the normal
curve. In the case of the histogram of the frequency observed frequency/ ludic
simulation such supposition it was proven with the application of the test of
Kolmogor-simnorv. It is worth to point out, that in the Iudic simulation that
curves it was flater in relation to the expected curve than in the computational
simulation, tends in view the mistakes involved in the experimentation process
(to the own construction of the apparel, amount of free spheres simultaneously;
irregularity in the diameters of the spheres; among other). finally, Quincux of
Galton can be applied in all the teaching levels, and in the Basic Education the
mathematical formalism should be omitted, due the complexity of the involved
concepts.

* Guidance Committee: Marcelo Silva de Oliveira “UFLA (Advisor), Veronica Yumi
Kataoka (Co- advisor) - UFLA
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3 INTRODUCAO

A distribuicdo normal é a mais importante distribui¢ao de probabilidades
da Estatistica devido a sua grande aplicagdo nos mais variados campos do
conhecimento. Além disso, segundo Ferreira (2005), algumas outras razdes
podem ser enumeradas, como:

e a grande maioria das técnicas empregadas na Estatistica ¢ baseada

na distribui¢do normal;

e muitos sdo os fendmenos aleatorios cujos comportamentos podem
ser descritos precisamente ou de forma aproximada pelo modelo
probabilistico normal;

e a distribuicao normal é a forma limitante de outras distribui¢cdes de
probabilidades, como conseqiiéncia do teorema central do limite;

e muitas estatisticas apresentam distribui¢cdes assintoticas normais, ou
seja, a distribuicdo da estatistica se aproxima da normal a medida

que o tamanho da amostra cresce.

Como ja dito, o comportamento de muitos fenomenos que ocorrem na
natureza formam, aproximadamente, uma curva normal. Atualmente, ja existem
aparelhos que podem reproduzir parcialmente tais fendmenos, como, por
exemplo, o “Quincunx de Galton” ou simplesmente “Tabua de Galton”.

No caso do Quincux de Galton, o que de fato ocorre € a aproximagao
normal a binomial. A precisdo dessa aproximagdo dependera de dois fatores: o
numero de fileiras de pregos e o numero de esferas utilizadas. Essa precisdo
também pode ser influenciada pelos erros envolvidos no processo de
experimentagdo. Alguns se devem a propria construcao do aparelho e outros a

execucdo da simulagdo ludica.
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Pelo exposto, verifica-se que, utilizando o Quincux, o professor pode
facilitar o ensino, tanto da distribuigdo binomial quanto a sua aproximagao
normal, ja que o aluno pode participar ativamente do processo de constru¢do do
conhecimento, associando a teoria a pratica por meio de simulag¢des ludicas.
Além disso, muitas outras discussoes podem ser fomentadas com essa atividade,
como, por exemplo, a semelhanca entre 0 movimento das esferas pelas linhas de
pregos no Quincux de Galton e o movimento browniano descrito na teoria
cinética dos gases, mas que ndo serd discutido neste trabalho.

Com base nessas idéias, o principal objetivo deste capitulo é discutir
alguns aspectos teoricos, com o intuito de auxiliar a compreensao dos conceitos
envolvidos na manipulagdo do Quincux e, por conseguinte, estimular a sua
utilizagdo no ensino interdisciplinar da Estatistica.

Para tal, primeiramente, descreveram-se alguns modelos desse aparelho
(subsecdo 4.1) e, em seguida, foi feito um estudo detalhado sobre um desses
modelos (subsegdes 4.2 ¢ 4.3). Para comprovar essa teoria, dois Quincux foram
construidos e suas descrigdes encontram-se na subsec¢do 5.1. Os resultados da
simulagdo Iudica, com trinta repeti¢des, utilizando um desses aparelhos, bem
como suas andlises, encontram-se na subse¢do 5.2. Para efeito de comparagéo,
também foram realizadas simulagdes computacionais. Finalmente, na subsecao
5.3, foram apresentados e descritos alguns modelos do Quincux propostos por

Piaget e Inhelder, para o trabalho com criangas.
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4 ASPECTOS TEORICOS

4.1 Descricao do Quincux de Galton e notas histéricas

O Quincux de Galton, como o proprio nome sugere, foi inventado por
Francis Galton, por volta de 1877 (Gayon, 1998, p. 122). Este aparelho ¢
composto de um quadro vertical com fachada de vidro e parte superior contendo
um funil, dentro do qual s3o soltas pequenas esferas de metal (vidro ou
plastico)’ que, ao cairem, encontram varias fileiras de pequenos pregos (ou
alfinetes) igualmente espagadas ¢ com a finalidade de impedir a queda livre das
mesmas.

A origem do nome desse aparelho se deve ao fato de que os pregos sdo
arranjados de tal forma que o conjunto de cinco pregos forma um quadrado ou
retangulo, com um em cada vértice e o outro no centro (Gass & Assad, 2005,

p. 17), conforme Figura 3.1.

FIGURA 3.1 Esquema de um quincux.

Quando a esfera choca-se com um desses pregos, ela pode cair para a
direita ou para a esquerda, com igual probabilidade e isso ocorre até o fundo do

aparelho, em que existe uma série de divisorias, também igualmente espacadas.

> No Quincux original foram utilizadas balas de chumbo (Gayon, 1998).
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Como resultado final, as esferas formam um histograma que, segundo Gayon
(1998), mostra claramente o efeito de uma distribuicao binomial. O mesmo autor
relata que, se o numero de esferas e o numero de fileiras de obstaculos forem
suficientemente elevados, a distribuicdo resultante sera, aproximadamente, uma
normal.

Consta, na literatura, que Galton fez mais de um modelo desse aparelho
(Bulmer, 2003, p. 183; Gayon, 1998, p. 125), sendo dois desses representados na
Figura 3.2.

Bd B BB 4 BB
..,.......-1.1.-

BIIIIIIIIIIIIB

FIGURA 3.2 O Quincux de um estagio (a) e o Quincux duplo (b).
Fonte: adaptado de Bulmer (2003).

Na Figura 3.2 (a) esta representado o modelo de um tnico estagio, que ¢
o mais comum. Neste, existe uma Unica camada de divisorias, na qual pode

haver, como ja foi dito, a formagdo de uma distribui¢do normal, quando uma
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grande quantidade de esferas for solta no topo do aparelho. As suas propriedades
serdo estudadas com detalhes nas proximas subsegdes deste capitulo.

Por outro lado, na Figura 3.2 (b) apresenta-se o Quincux duplo, que
consiste de dois estagios: AA e BB. Cada divisoria da camada AA possui uma
porta de saida, que pode ser aberta, independentemente das portas dos
compartimentos vizinhos. Com todas as saidas fechadas, havera a formagao de
uma distribuicdo normal nessa camada, quando um numero suficientemente
grande de esferas for solta no funil. Assim, segundo Gayon (1998), essa normal
funciona como uma geratriz de outras normais que serao formadas nas divisorias
da camada BB, apos a abertura de uma ou mais dessas saidas. A média da nova
distribuicdo gerada serd diferente para cada compartimento da camada AA. Isso
também pode ocorrer se duas ou mais saidas de compartimentos vizinhos forem
abertas simultaneamente. Esses fatos podem ser visualizados com mais clareza

na Figura 3.3.

FIGURA 3.3 Representacdo esquematica do principio do Quincux de dois
niveis, mostrando que a distribui¢cdo normal pode ser dividida
dentro de varias outras distribui¢des normais individuais.

Fonte: adaptado de Gayon (1998).

Na Figura 3.3 (a) sdo apresentadas as miniaturas da distribuigdo normal

formadas nas divisorias da camada BB. Apesar de essa figura ter um aspecto tri-
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dimensional, na pratica, isso ndo ocorrera, tendo em vista que se duas ou mais
divisorias de AA fossem abertas simultaneamente, as esferas de uma delas iriam
se misturar com as da outra, formando uma unica distribui¢do resultante,
conforme esta representado na Figura 3.3 (b). Tal esbogo foi feito apenas para
ilustrar o efeito individual de cada uma dessas divisorias.

Além do modelo de Quincux duplo descrito anteriormente, Galton
utilizou outro em seu artigo de 1877, On sweet peés (Uchii, 2008), cujo esbogo

esta apresentado na Figura 3.4.

NECATIVE o (0", POSITIVE
DEWVIAT ON PEVIATION

FIGURA 3.4 Esbogo de uma versdo do Quincux duplo apresentado por
Galton em seu artigo de 1877.
Fonte: Uchii (2008).

Na Figura 3.4 foram ilustradas duas distribuicdes normais, no primeiro

estagio e trés no segundo. Observa-se que, no primeiro estagio, as duas
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distribuicdes possuem médias iguais e desvios padrdes diferentes, enquanto que,
no segundo, as médias e os desvios padrdes sdo diferentes de uma distribuigdo
para a outra. Essa ultima consideragdo permite afirmar que a distribuicdo das
esferas nas camadas inferiores depende da divisdria que a gerou. Esse fato
permite estudar a relagdo entre duas variaveis, como, por exemplo, a
dependéncia da altura do filho em relagdo a dos seus pais. Porém, esse assunto
ndo sera abordado neste trabalho, podendo ser tema de futuros estudos.
Conforme citado anteriormente, nas proximas subsec¢des sera feito um

estudo detalhado do Quincux de um unico estagio (Figura 3.2 (a)).

4.2 Distribuicao das esferas em relacio ao niimero de fileiras
Nesta subsecdo, faz-se um estudo tedrico sobre a distribuigdo das
esferas, neste caso uma binomial, em relagdo ao numero de fileiras de pregos,

para o Quincux de um estagio.
Distribuiciao binomial

No Quincux apresentado na Figura 3.5, considere N=7 o nimero de

fileiras de pregos. Logo, o numero de divisorias deve ser igual a n+1=8.
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funil

v o o o o v o | 1'linha
I I A
v v |3 inha
T T
v e o o v ¢ | Sinha
. . ) . . . . . 6'4 linha

L] . . o L] L] L] 73 linha

divisorias

FIGURA 3.5 Desenho representativo de um Quincunx de Galton com
sete fileiras de pregos e, conseqlientemente, oito
divisorias.

Nota-se que cada esfera, apos ser solta no funil, ira atingir inicialmente o
prego central da primeira linha, podendo cair para a direita do observador, com

probabilidade p ou para a sua esquerda, com probabilidade 1— p. Nas condi¢Ges

ideais, ocorrerd a mesma situacao para todas as outras fileiras. Assim, pode-se
afirmar que o fendmeno descrito constitui um ensaio independente de Bernoulli,
tendo em vista que a esfera colidird com apenas um prego em cada uma delas.
Assim, o nimero de vezes que uma esfera cai para a direita do observador, até

atingir uma das divisodrias, sera uma variavel aleatoria com distribuicdo binomial
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com parametros N e p. Definindo essa variavel como X, a probabilidade dela
assumir um valor especifico sera:

x!(n;x)!

emque X=0,1,2,---,n.
. . o , 1
Para um Quincux ideal, a probabilidade de sucesso é p = 3 Logo, para

essa condicao tem-se:

= P(X :X):ﬁ!—x)! Gjﬂ 3.1)

Vale ressaltar que cada divisoria corresponde a um valor especifico de

X. Essa relacdo pode ser comprovada por meio da Tabela 3.1.

TABELA 3.1 Relagio entre a variavel X e o nimero da diviséria

Divisoéria Variavel
I X
1 0
2 1
3 2
N n-1
n+1 n

80



Capitulo 3 — Quincux de Galton

Nota-se, observando-se os resultados da Tabela 3.1, que o valor da

variavel X pode ser encontrado pela expressdo X =i—1, em que i corresponde

ao numero da divisoria. Nessas condicdes, a expressdo 3.1 pode ser reescrita

como:
. n! IRy
P(X=i-1)= — , 3.2
(X =10 =i, [2) G-2)
em que i=1,2,---,n+1 (neste trabalho, a ordem crescente da numeragdo das

divisorias foi considerada da esquerda para a direita do observador).
A probabilidade definida pela expressdo 3.2 representa a probabilidade
de sucesso da divisoria i. Ela assumira um valor minimo nas divisorias extremas

e um valor maximo na(s) divisoria(s) central(is), conforme descrito a seguir.

Probabilidade minima
A funcdo que fornece o valor minimo para a expressdo 4.2 pode ser

encontrada substituindo-se i por 1 ou por n+1, assim:

Poin =P (X =1-1)=P(X =“+1‘1)=(n+1_1)! [rr:!—(n+1)+1]! Gj

que, apods simplificada, se torna:

1 n
Prin = [Ej . (3.3)

Probabilidade maxima
Por outro lado, para encontrar a fun¢do que define o valor maximo da
expressdo 3.2, € necessario, primeiramente, verificar se n € par ou impar. Assim,

podem ocorrer duas situagdes:
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D) n é par
Nesta condicdo, havera um nimero impar de divisoérias e a probabilidade

definida pela expressdo 3.2 assumira o seu valor maximo em apenas uma das
c .. N o . . -
divisorias, (I =5+1). Entdo, substituindo-se o valor de i em tal expressdo,

obtém-se:

]
P ni

—P(x—”+1 1j (ljn
max — P 5
2 [”+1—1j! n—(”+1j+1  \2

2 2
Que, apos simplificada, se torna:

p M (lj . (3.4)

II) néimpar
Nesta condigdo, havera um nimero par de divisorias e a probabilidade
definida pela expressdo 3.2 assumira o seu valor maximo nas duas divisorias
. ~ . . n+1 . n+3 . .
centrais, que sdo definidas por: IzT; e I=T. Estes dois valores de i
fornecerdo o mesmo resultado para a probabilidade de X, tendo em vista que,

1 . e ~ .
para p:E’ a distribui¢do binomial é simétrica em relacdo ao valor mais

provavel da variavel X (Ferreira, 2005, p. 147). Isso pode ser comprovado

substituindo-se esses valores na expressao 3.2, entdo:

2

Pmax=p X n;lj(nﬂl)! {:(nzw @
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ou:

— 1!
2

e

que, simplificado, resulta em:

n!

Pmax = ) () @ . G3)

2

2

Nota-se, claramente, que essa expressao € diferente daquela estabelecida

pela expressao 3.4.
Consideracoes sobre a distribuicdo da variavel X

Nota-se, por meio da expressdo 3.3, que a probabilidade minima de X se

aproxima de zero a medida que o numero de fileiras aumenta:
n
. (1
lim{=| =0,
nN—oo 2

Isso significa que, aumentando o valor de n, o numero de esferas

logo, N -, PB,— 0.

também devera aumentar para se ter a garantia de que pelo menos uma delas
caira nas divisérias extremas. Mas, nesta situagdo, muitas esferas cairdo nas
divisorias centrais, o que exigird uma altura maior para essas divisorias. Nota-se,
entdo, que o custo € maior para a constru¢do do Quincux com o aumento do
numero de fileiras, além de torna-lo pouco manuseavel.

Por outro lado, quanto maior o niimero de fileiras, maior sera a garantia

de que o histograma formado pelas esferas, considerando um numero suficiente
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delas, se aproxima da curva normal. Esse estudo sera feito de forma mais

detalhada na proxima subsecéo.

4.3 Distribuicao das esferas em relaciao ao total delas
Conforme descrito na subsecao anterior, a probabilidade de sucesso, que
¢ representada, nesta subsegdo, por p;, depende da divisoria i (i=1,2,---,n+1

). Retomando-se a expressao 3.2, essa probabilidade ¢ dada por:

Pi=P(X :i_l):(i—l)!(r;!—iﬂ)! @

Verificou-se que essa probabilidade (expressdo 3.2) possui um valor

minimo (expressdo 3.3) e um valor maximo (expressdo 3.4 ou 3.5), ambos
dependendo do numero de fileiras de pregos.

A soma das probabilidades de sucesso para todas as divisorias devera ser
igual a unidade, tendo em vista que uma determinada esfera, apos ser solta no

funil, caira com certeza em uma das divisorias, isto é:
n+k
2 pi=l.
i=1

Seja Y, Y,, -, Y,,; o nimero de esferas que caem, respectivamente,
nas divisorias 1, 2, .-, n+1. Nota-se, entdo, que essas variaveis seguem

conjuntamente uma distribui¢do multinomial com pardmetros m e todos os p;,

em que M representa o numero total de esferas e p,, p,,:-, pP,,; sdo as
probabilidades de sucesso correspondentes as divisorias 1, 2, ---, n+1. Assim:
P(Y, = Y, = Y _ _ m! Y1 Y2 Yn+1
(l_yI’ 2= Y2 s n+1_yn+1)_ o PP P Py
YitYar o Yot

n+k

emque » Y, =m.
i-1
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Dessa forma, a distribui¢do marginal da varidvel Y; sera dada por:

m!

P(Y; = yi):m pli(1-p)" |, (3.6)
que representa a probabilidade de Y; esferas cairem na divisoria i.
A esperanca matematica da varidvel Y; serd dada por:
E(Y;)=mp; [. (3.7)

Aproximacido normal a binomial

Como dito, o Quincux apresenta (n+2) distribuicdes binomiais, uma
representando o numero de vezes que uma esfera cai para a direita do
observador — variavel aleatoria X (expressdo 3.2) e as outras correspondentes ao
niamero de esferas que caem numa determinada diviséria i (expressdo 3.6) —
marginais da varidvel aleatéria Y. Conseqiientemente, com o aumento do
numero de esferas, baseado no teorema central do limite (Magalhaes, 2006;
Ferreira, 2005; Mood et al., 1974), cada uma dessas distribui¢des se aproxima
cada vez mais de uma curva normal, ou seja, podem ser definidas (nt+2)
distribui¢des normais, com fun¢des de densidade de probabilidade descritas a

seguir.
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1° caso) Correspondente a variavel aleatéria X
Quando o numero de fileiras de pregos (n) aumenta, a variavel X se
aproxima cada vez mais de uma curva normal, com fun¢do de densidade de

probabilidade dada pela expressdo:

emque zy =np e oy” =np(l-p).

Ressalta-se que uy € o nimero esperado de choques em que a esfera cai
a direita do observador e a freqiiéncia relativa observada de choques ocorridos

para cada divisoria pode ser obtido por f,(x=i-1)= i .
m

Assim, para um quincux com muitas fileiras, ¢ necessario usar um
grande numero de esferas para que o histograma formado por elas tenha,

aproximadamente, o aspecto de uma curva normal.

2° caso) Correspondente a variavel aleatdria Y;

A distribuigdo marginal da variavel Y; se aproxima cada vez mais de
uma curva normal a medida que o nimero de esferas (m) aumenta.

Neste caso, a funcdo de densidade de probabilidade dessa normal sera

dada pela expressao:

emque p =mp; e oy’ =mp;(1-p;).
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Vale salientar que, na parte pratica deste trabalho, ndo sera avaliado o

comportamento das curvas normais formada em cada divisoéria i.

Valor esperado do niimero total de esferas
Com base nas idéias acima, pode surgir o seguinte questionamento: qual
o numero de esferas que devem ser usadas no Quincux de Galton para que o

valor esperado de Y; nas extremidades seja maior ou igual a unidade? A resposta

a este questionamento surge a partir da associag@o entre as expressoes 3.3 e 3.7,
conforme descrito a seguir.
1
E(Y,)>1 = mp>21 = m>—,
Y
Mas, de acordo com a expressdo 3.3, a probabilidade de sucesso é
minima nas extremidades, isto €:

1y
Pi = Pns1 = Prmin :(Ej >

Logo:

m> 2" |. (4.8)

Com base na expressdo 3.8, observa-se que a quantidade de esferas que

fornece um valor esperado para Y, e Y,,; maior ou igual a unidade, cresce muito

rapidamente com o aumento do numero de fileiras de pregos. Por exemplo, para
n=20, seriam necessarias, no minimo, 1.048.576 esferas para atender as
condi¢des especificadas. Para esta situacdo, o nlimero esperado de esferas para a
divisoria central (cuja probabilidade ¢ dada pela expressdo 2.4) ¢ de 184.756, o
que exigiria, para esferas de 1,5 cm de didmetro, um Quincux com divisorias de
altura igual a 277.134 cm ( = 2,8 km) ou 3.695 repeticdes do experimento para

um Quincux com divisoérias de altura igual a 75 cm.

87



Capitulo 3 — Quincux de Galton

Porém, na pratica, em algumas dessas repeticdes, uma ou mais esferas
podem cair nas divisorias extremas, tendo em vista que o experimento ¢
aleatorio e que varios erros podem estar associados a ele. Alguns desses erros se
devem a propria constru¢do do aparelho, entre os quais citam-se: inclinagao de
um prego em relacao aos outros, variacao da distdncia entre eles e irregularidade
do material utilizado, etc. Outros se devem a execucdo do experimento, como,
por exemplo: quantidade de esferas soltas simultaneamente, irregularidade nos
diametros das esferas, nimero de choques que elas sofrem em cada fileira de

prego, etc.

Nuimero total de esferas para certo grau de confianga y

Outro questionamento que pode surgir é: qual o nimero de esferas que
devem ser usadas no Quincux para que pelo menos uma delas caia nas divisorias
extremas com um grau de confianca y? Este questionamento pode ser
respondido com base nas expressdes 3.3 ¢ 3.6.

No extremo i=1 (ou i=n+1), a expressdo 3.6 se torna:

m! p” (1_ pl)m_yl-

ST

1 n
Mas, p, :(Ej , entao:

m! 1\ )
P(Y, = y)=— [ 1] = ,
(= %) yl!(m—yl)!(zj @

de acordo com o questionamento:

P(Yl 21): ID(YnJrl 21)27,

porém, P(Y, >1)=1-P(Y, =0), assim:

l—P(Y1=0)=}/ = 1—7/=P(Y1=0).
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Substituindo-se o valor de P(Y, =0) tem-se:

@ (G = e (6]

Finalmente, aplicando-se o logaritmo natural de ambos os lados dessa

In(1-y) = m In(l—(%)n}

fungdo, obtém-se:

€, portanto:

(3.9)

Esta expressdo mostra, claramente, que, para um mesmo grau de
confianga, o nimero de esferas que precisam ser usadas no Quincux de Galton,
de forma que pelo menos uma delas caia nas extremidades, aumenta com o
aumento de n. Além disso, para um valor fixo de n, 4 medida que o grau de
confianga se aproxima de 100%, m tende a infinito. Considerando, por exemplo,

n=20 e y=63,21%, obtém-se M=1048517, que ¢ aproximadamente igual ao

valor obtido anteriormente. A diferenga entre as expressoes 3.8 € 3.9 é que, na

primeira, considerou-se o valor médio da varidvel Y,, enquanto que, no ultimo,

considerou-se o proprio valor dessa varidvel.

Altura das divisdérias para um grau de confianca o
Na subsecao 4.3 foi relatado que a altura das divisorias deve aumentar
quando o numero de fileiras de pregos aumenta. Por meio da associagdo entre as

expressoes 3.6 e 3.4 (ou 3.5), é possivel obter uma estimativa para essa altura.
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Considerando-se que a largura de cada divisoria seja aproximadamente
igual ao didmetro das esferas, a altura dessa diviséria ¢é encontrada
multiplicando-se o didmetro da esfera pelo nimero maximo de esferas que caira
nessa divisdria. Assim, o primeiro passo € obter uma estimativa desse numero de
esferas. Para isso, ¢ necessario considerar as duas situa¢des que foram descritas
na subsecao 4.3 (n par e N impar).

Se n ¢ par, a probabilidade de sucesso ( p; ) assume o valor maximo para

. N
i =§+1. Entdo, o valor de p; sera o da expressdo 3.4. Por outro lado, se n ¢

. o .. . n+l1
impar, essa probabilidade assume o valor maximo para IZT (ou para

n
1= %3). Neste caso, o valor de p; ¢ dado pela expressdo 3.5.

Tendo em vista que a expressdo 3.6 envolve o fatorial de m, deve-se

obter a probabilidade acumulada de Y; de forma recursiva que, segundo Ferreira

(2006), consiste em obter a probabilidade P(Y; =0)=(1-p;)" e as demais

utilizando-se a relacdo:

P(Yi:yi)zn_yi”[ P ]P(Yizyi—l). (3.10)

Yi 1-p;
Para cada valor de Y;, a probabilidade atual deve ser somada as
anteriores, comparando-se esta soma com o indice de confianga o.. O processo

deve ser interrompido quando a soma for igual ou superior a a.. Assim, o nimero

de esferas desejado ¢ dado pelo Ultimo valor de Y;. No fluxograma da Figura 3.6

sdo apresentadas todas as etapas do método descrito anteriormente.
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inicio

/ Entrar comy, o e n /

P,=(1-p)"
sim
P,=0 ?
nao
yi =1

4 4

FIGURA 3.6 Fluxograma para estimar o nimero de esferas na(s) divisoria(s)
de maxima probabilidade no Quincux de Galton (...Continua...)
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FIGURA 3.6 Cont.

Vale ressaltar que, para m muito elevado, o algoritmo representado pelo

fluxograma da Figura 3.6 perde o sentido, tendo em vista que, neste caso, o fator

(1 - P )m sera nulo. Entretanto, para valores elevados de m, pode ser utilizada a
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aproximac¢do pela normal, mais especificamente pela normal padronizada, que

fornecera excelentes resultados para a probabilidade acumulada de Y; . Assim:

P(Y, <y;)= P{Z S&Jz P(z<2)=a, (.11)
mp; (1-p;)
logo,
y; =mp; +zmp; (1-p;).,
em que z ¢ o valor do quantil da distribui¢ao da normal padronizada que satisfaz

a condicdo a expressdo 3.11. Em seguida, basta multiplicar o valor da variavel

Y; pelo didmetro da esfera para se obter o resultado desejado.

Na proxima se¢ao, sdo apresentados alguns resultados obtidos por meio

do Quincux construido para este fim.
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5 APLICACOES PRATICAS

r

Nesta secdo ¢ apresentada a descricdo dos Quincux de Galton
construidos para a comprovacdo da teoria deste capitulo, bem como os
resultados obtidos por meio de um deles. Além disso, apresenta-se também a
sugestdo de uma atividade direcionada as criangas, por meio do Quincux de

Galton.

5.1 Descricao dos Quincux construidos para este trabalho

Quincux com dezesseis fileiras de pregos

Este Quincux foi construido com material de baixo custo, visando
orientar sua utilizacdo mesmo em escolas com poucos recursos financeiros. Ele
consta de dezesseis fileiras de pregos tendo, conseqiientemente, dezessete
divisodrias. No depdsito superior (funil) foi feita uma abertura no fundo, por meio
da qual as esferas caem sobre o prego central da primeira linha, que consiste de
trés pregos. A partir da primeira linha, o nimero de pregos cresce de forma a ter
quatro na segunda, cinco na terceira e assim por diante. Na ultima linha existem,
portanto, dezoito pregos. Os dois ultimos pregos de cada fileira servem apenas
para escorar os limitadores da area interna do Quincux. Com o objetivo de
permitir o seu uso na vertical, a 4rea dos pregos e a das divisorias foram
enfaixadas com plastico, de forma que as esferas pudessem se movimentar em

seu interior (Figura 3.7).
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FIGURA 3.7 Fotografia do Quincux com dezesseis fileiras de
pregos — resultado de um experimento.

Estd representado, na Figura 3.7, o resultado de um experimento
realizado com esferas de, aproximadamente, 1,50 cm de didmetro. O histograma
formado por essas esferas ndo tem, visualmente, o aspecto de uma curva normal,
o que pode ou nao ser confirmado por meio de um teste de normalidade.

Este Quincux pode ndo ser o ideal para uma demonstragdo dos aspectos

tedricos, mas serve para os propositos didaticos na apresentagdo do conteudo.
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Quincux com 22 fileiras de pregos

Este Quincux foi construido seguindo as mesmas orientagdes do
primeiro. As principais diferengas sdo: custo mais elevado em fungdo do
material utilizado em sua construgdo; na base do funil foi feito um canal com
largura aproximadamente igual ao didmetro das esferas, com o objetivo de fazer
com que todas elas colidam igualmente no primeiro prego e, principalmente,
maior nimero de fileiras de pregos, cujo objetivo ¢ obter histogramas mais
parecidos com a curva normal. Duas fotografias desse Quincux estdo

apresentadas na Figura 3.8.

(a)

(b)

FIGURA 3.8 Fotografias do Quincux com 22 fileiras de pregos — resultado
de dois experimentos.
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Nas Figuras 3.8 (a) e 3.8 (b) estdo apresentadas as fotografias do
Quincux, com 22 fileiras de pregos, obtidas apos o experimento com um
conjunto de esferas de, aproximadamente, 1,50 cm de didmetro cada. Os
histogramas formados tém, visualmente, o aspecto da curva normal, mas, como
ja dito, tal suposi¢do precisa ser confirmada por meio de um teste de
normalidade.

Uma simulagdo com trinta repeti¢cdes foi realizada com esse Quincux,
com o objetivo de analisar se o histograma formado pela média dessas
repetigcdes, em cada divisdria, tem o aspecto da curva normal, conforme descrito

na proxima subsecao.

5.2 Resultados obtidos por meio do Quincux com 22 fileiras de pregos

Nesta subsecdo foram apresentados os resultados de 30 experimentos
obtidos por meio do Quincux com 22 fileiras de pregos, tanto com simulacéo

ltidica como computacional.

Resultados da simulac¢ao ludica

Para verificar se 0 Quincux com 22 fileiras de pregos, construido para a
realizacdo deste trabalho, atende a suposicdo de normalidade para um m elevado,
foi realizada uma simulag@o lidica com m = 265 esferas, repetindo-se o processo
trinta vezes. O resultado obtido € equivalente a usar 7.950 esferas em uma sé
etapa. O niimero de esferas que cairam em cada divisoria foi computado e, em
seguida, calculou-se a freqiiéncia relativa observada em cada uma dessas
divisorias. Essas freqiiéncias estdo computadas na Tabela 3.2, juntamente com a
probabilidade de sucesso ¢ a probabilidade da aproximagdo normal. Os
resultados individuais da simulag@o ladica encontram-se na Tabela 1B (Anexo

B).
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TABELA 3.2 Probabilidade de sucesso, probabilidade da aproximag¢do normal
e freqiiéncia observada, para cada divisoria do Quincux com 22
fileiras de pregos.

e Probabilidade de Pmbabl.hdad? da Freqiiéncia
Divisoéria aproximacao .
sucesso normal relativa observada
1 0,0000002384 0,0000037812 0,0010062893
2 0,0000052452 0,0000217388 0,0022641509
3 0,0000550747 0,0001192898 0,0046540881
4 0,0003671646 0,0005470859 0,0130817610
5 0,0017440320 0,0020971014 0,0155974843
6 0,0062785150 0,0067192398 0,0343396226
7 0,0177891300 0,0179961800 0,0333333333
8 0,0406608600 0,0402920838 0,0568553459
9 0,0762391100 0,0754145108 0,0708176101
10 0,1185942000 0,1180046311 0,0833962264
11 0,1541724000 0,1543695623 0,0971069182
12 0,1681881000 0,1688295905 0,1109433962
13 0,1541724000 0,1543695623 0,1186163522
14 0,1185942000 0,1180046311 0,0973584906
15 0,0762391100 0,0754145108 0,0713207547
16 0,0406608600 0,0402920838 0,0543396226
17 0,0177891300 0,0179961800 0,0569811321
18 0,0062785150 0,0067192398 0,0322012579
19 0,0017440320 0,0020971014 0,0186163522
20 0,0003671646 0,0005470859 0,0161006289
21 0,0000550747 0,0001192898 0,0060377358
22 0,0000052452 0,0000217388 0,0033962264
23 0,0000002384 0,0000037812 0,0016352201

Por meio da Tabela 3.2, nota-se que as probabilidades de sucesso sdo
muito pequenas nas extremidades (i=1 e i=23), sendo maxima na diviséria

central (i=12). Por outro lado, o nimero médio de esferas é menor que o
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esperado nas divisorias centrais € maior nas divisorias extremas. Isso ocorreu em
funcdo dos erros envolvidos na simulacdo ludica. Alguns desses erros ja foram
relatados anteriormente.

Alguns histogramas, tanto para a simulacdo ludica como para a
computacional (realizada via simulador na web), podem ser observados na

Figura 3.9, incluindo o da aproximag¢ao normal.
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FIGURA 3.9 Histograma da simulagdo: (a) ludica com m=265; (b) ludica com
m=7950; (c) computacional com m=265; (d) computacional com
m=7950, (e) histograma aproximagao normal e (f) histograma da
freqiiéncia relativa observada.
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Na Figura 3.9 (a) esta representado o histograma da simulacdo Iudica
para uma das 30 repeti¢des, escolhida aleatoriamente, em que foram utilizadas
265 esferas em cada uma. O histograma da Figura 3.9 (b) mostra o resultado da
soma dessas trinta repeti¢des, ou seja, do conjunto de 7.950 esferas. Nota-se uma
maior regularidade deste histograma em relagdo ao primeiro, em conseqiiéncia
do aumento do tamanho da amostra.

Na simulagdo computacional®, cujos histogramas sdo apresentados nas
Figuras 3.9 (¢) e 3.9 (d), a mesma analise pode ser feita em relagdo ao tamanho
da amostra. A diferenga, neste caso, ¢ que a simulacdo com 7.950 esferas
(Figura 3.9 (d)) foi feita em uma tnica etapa (Quincux ideal) e de forma
independente da simulagdo com 265 esferas (Figura 3.9 (c)). Porém, o mesmo
resultado seria obtido se o procedimento tivesse sido idéntico ao da simulagao
ludica. Nota-se que, na simulagdo computacional, houve maior concentragdo das
esferas nas divisorias centrais, havendo, portanto, menor desvio padrdo para o
numero de esferas em cada diviséria. Isso pode ser comprovado por comparacao
das Figuras 3.9 (b) e 3.9 (d).

O histograma da Figura 3.9 (e) foi obtido a partir da aproximagio
normal (terceira coluna da Tabela 3.2) e o histograma da Figura 3.9 (f), a partir
da freqiiéncia relativa observada (quarta coluna da Tabela 3.2). Nota-se que, na
simulacdo ludica, houve uma dispersdo maior das esferas entre as divisdrias,
conforme relatado anteriormente. Observa-se também que o histograma da
Figura 3.9 (f) tem aspecto semelhante ao da Figura 3.9 (b). Isso se deve,
obviamente, ao fato de que a freqiiéncia relativa observada, para cada divisoria,
¢ obtida pela razdo entre soma do ntimero de esferas que caem nessa divisoria e

o numero de repeticdes.

® O programa utilizado para esta simulagio foi obtido no = site:

http://www.jcu.edu/math/ISEP/Quincunx/Quincunx.html.
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Ainda com respeito ao histograma da Figura 3.9 (f), visualmente, pode-
se dizer que ele tem o aspecto da curva normal. Porém, essa suposi¢do deve ser
comprovada por um teste de normalidade. Neste trabalho, foi utilizado o teste
Kolmogorov-Smirnov (Gibbons & Chakraborti, 1992) e os resultados
encontrados mostram, de fato, ndo haver evidéncias para a rejei¢do da hipotese

que o numero médio de esferas segue uma distribuigdo normal (D =0,3478 ;

valor p=0,1243).

5.3 Relato de uma experiéncia: aplicacio do Quincux no trabalho com
criancas

Segundo Batanero (2001), Piaget & Inhelder (1951) propuseram a
utilizacdo do Quincux de Galton para a compreensdo da idéia de distribuicao
normal com criangas. Os modelos que foram utilizados nesse estudo podem ser

observados na Figura 3.10.

(©)

FIGURA 3.10 Algumas formas de Quincux propostos por Piaget e Inhelder.
Fonte: Adaptado de Batanero (2001).
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Nota-se que os quatro aparelhos apresentados na Figura 3.10 possuem
uma abertura superior na parte central. A diferenca entre eles ocorre no niimero
de divisorias, sendo duas no primeiro (a), trés no segundo (b), quatro no terceiro
(c) e doze no quarto (d).

De acordo com Batanero (2001), para cada uma das caixas, o
experimento pode ser realizado da seguinte forma: introduz-se uma esfera,
depois uma segunda, uma terceira e, simultaneamente, pergunta-se para as
criancas em que divisoria a esfera ira cair ¢ por que. Uma vez compreendida a
experiéncia, pede-se as criangas que expliquem a forma que tomaria a
distribuicdo quando for utilizado um grande nimero de esferas. Finalmente,
soltam-se essas esferas e pede-se as criangas que interpretem a distribui¢ao
obtida.

A mesma autora afirma que o primeiro estdgio se caracteriza pela
auséncia da idéia de distribuig¢do. No primeiro ¢ no segundo aparelhos,
geralmente, as criangas apostam igualmente em cada uma das divisorias, mas
sem a idéia de uma distribui¢@o uniforme para um grande niimero de esferas. No
terceiro, elas apostam nas divisorias centrais ou por uma distribui¢do irregular.
No quarto, se espera, em geral, uma distribui¢do irregular.

Batanero (2001) comenta que, na etapa de operagdes concretas, as
criancas prevéem a desigualdade entre as freqii€ncias nas divisorias laterais e
centrais, mas essa distribui¢do permanece insuficientemente quantificada por
falta de compreensao da lei dos grandes numeros.

Por fim, afirma que, a partir dos doze anos, ja é possivel realizar a
quantificacdo da distribui¢do do conjunto e a compreensao do papel dos grandes
numeros na regularidade da distribuigdo. Neste caso, deve-se repetir o
experimento até se obter um histograma com o aspecto de uma distribui¢ao

normal.
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Com base neste relato de experiéncia, pode-se fomentar a aplicagdo do
Quincux em todos os niveis de ensino, ressaltando que, na Educagdo Basica, o
formalismo matematico, descrito neste capitulo, deve ser omitido por envolver

conceitos mais complexos.

5.4 Programas para simulacées do Quincux

O Quincux de Galton ¢ amplamente divulgado por meio da internet e
existem varios programas on-line que t€ém fun¢do simular a deste aparelho.
Alguns desses programas permitem alterar os trés parametros que ddo a forma
da distribuicao resultante. Estes parametros sdo: numero de fileiras de pregos e
probabilidade de sucesso para cada choque e numero de esferas.

Como exemplos, t€ém-se os seguintes enderecos eletronicos:
. http://www stattucino.com/berrie/dsl/Galton.html;

. http://www jcu.edu/math/isep/Quincunx/Quincunx.html;

. http://www.mathsisfun.com/probability/quincunx.html.
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6 CONCLUSOES

Conclui-se, com este capitulo, que:

o histograma formado pelas esferas, no Quincux de Galton, tem o aspecto
da curva normal quando o numero de fileiras de pregos e o numero de
esferas forem suficientemente elevados;

o aumento do numero de fileiras de pregos faz aumentar rapidamente o
numero total de esferas que devera ser utilizado para que, nas divisorias
extremas, caia pelo menos uma esfera;

0 Quincux de Galton ¢ uma excelente ferramenta para introduzir os
conceitos da distribui¢do binomial e normal,;

o Quincux de Galton pode ser utilizado para explicar varios fenomenos nio
so na Estatistica como também em outros ramos da ciéncia;

recomenda-se, como estudos futuros, uma pesquisa mais aprofundada sobre
0 Quincux duplo;

0 Quincux de Galton pode ser aplicado em todos os niveis de ensino,

devendo, na Educagao Basica, ser omitido o formalismo matematico.

104



Capitulo 3 — Quincux de Galton

7 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BATANERO, C. Didactica de la estadistica. Granada: Universidad de
Granada: Departamento de Didactica de La Matematica, 2001. 210 p.
Disponivel em: <www.ugr.es/local/batanero>. Acesso em: 14 abr. 2008.

BULMER, M. G. Francis Galton: pioneer of heredity and biometry. Baltimore:
J. Hopkins University, 2003. 357 p.

FERREIRA, D. F. Estatistica basica. Lavras: UFLA, 2005. 664 p.

FERREIRA, D. F. Estatistica computacional utilizando R. Lavras:
UFLA/DEX, 2006. 78 p. Apostila.

GASS, S. 1.; ASSAD, A. An annotated timeline of operations research an
informal history. New York: Kluwer Academic, 2005. 313 p.

GAYON, J. Darwinism’s struggle for survival: heredity and the hypothesis of
natural selection. Cambridge: Cambridge University, 1998. 516 p.

GIBBONS, J. D.; CHAKRABORTI, S. Nonparametric statistical inference.
3.ed. rev. Exp. New York: M. Dekker, 1992. 543 p.

MAGALHAES, M. N. Conceitos basicos em probabilidade. 2.ed. Sio Paulo:
Universidade de Sdo Paulo, 2006. 428 p.

MOOD, A. M.; GRAYBILL, F. A.; BOES, D. C. Introduction to the theory of
statistics. 3.ed. Tokyo: McGraw-Hill, 1974. 564 p.

UCHII, S. Galton's Quincunx. Kyoto: Kyoto University. Philosophy and History

of Science, 2008. Disponivel em: < http://www.bun.kyoto-u.ac.jp/
~suchii/quinc.html> . Acesso em: 26 mar. 2008.

105






CAPITULO 4

DISTRIBUICAO DE VELOCIDADES DE MAXWELL
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1 RESUMO

SANTOS, Geraldino Moura dos. Distribui¢do de velocidades de Maxwell.
In: . Conceitos estatisticos no desenvolvimento de metodologias
interdisciplinares de ensino. 2008, Cap. 4, p. 107-152. Dissertacdo (Mestrado
em Estatistica e Experimentacdo Agropecuaria) — Universidade Federal de
Lavras, Lavras, MG".

A aplicacdo de métodos estatisticos as leis da mecanica permite
expressar todas as variaveis termodindmicas como médias das propriedades
microscépicas. Uma importante aplicacdo classica desses métodos ¢ dada pela
lei de distribuicdo de velocidades de Maxwell. Objetivou-se, com a realizagao
deste trabalho, deduzir essa lei por uma abordagem puramente estatistica,
visando o ensino interdisciplinar da Estatistica para o nivel superior. Para tal,
primeiramente, encontraram-se a distribuicdo no espago ¢ a distribuicdo de
energia das moléculas. Em seguida, com base nas mesmas, a distribuicdo de
velocidades de Maxwell foi determinada. A partir dessa distribui¢do, obtiveram-
se alguns resultados metodolégicos que permitiram encontrar os resultados
numéricos. Observou-se que a velocidade média, a velocidade mais provavel e o
desvio padrao da velocidade aumentam com a elevagdo de temperatura e com a
reducdo da massa molecular. Nessas condi¢gdes, a curva da distribuicdo de
Maxwell fica mais achatada. Por fim, tal distribuicdo constitui excelente
ferramenta para o ensino interdisciplinar da Estatistica, devendo ser usada
apenas no Ensino Superior, devido ao seu avangado formalismo matematico.

* Comité Orientador: Marcelo Silva de Oliveira — UFLA (Orientador), Verdnica Yumi
Kataoka (Co-orientadora) - UFLA
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2 ABSTRACT

SANTOS, Geraldino Moura dos. Maxwell velocity Distribution. In:
Resources didactic interdisciplinary for statistics teaching. Lavras: UFLA,
2008, Chap. 4, p. 107-152. Dissertation (Master Program in Statistics and
Agricultural Experimentation) — Federal University of Lavras, Lavras, MG".

The application of statistical methods to the laws of the mechanics
allows to express all the thermodynamic variables as averages of the
microscopic properties An important classic application of those methods it is
given by the law of distribution of speeds of Maxwell. It was aimed at with that
chapter to deduce that law purely for an approach statistics, seeking the Statistics
teaching interdisciplinary, for the superior level. For that, firstly, he/she was the
distribution in the space and the distribution of energy of the molecules, with
base in which the distribution of speeds of Maxwell was obtained. Starting from
that distribution, they were obtained some methodological results that allowed to
obtain the numeric results. It was observed that the medium speed, the most
probable speed and the standard deviation of the speed, they increase with the
temperature elevation and with the reduction of the molecular mass. In those
conditions the curve of the distribution of Maxwell is flater.

* Guidance Committee: Marcelo Silva de Oliveira —UFLA (Advisor), Veronica Yumi
Kataoka (Co- advisor) - UFLA
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3 INTRODUCAO

O gas, como qualquer outro objeto macroscopico, é constituido por um
numero extremamente elevado de moléculas (6,023 . 10* moléculas por mol).
Tentar descrever o comportamento individual dessas moléculas constitui uma
tarefa inerentemente impossivel do ponto de vista pratico, tendo em vista que
nem mesmo o melhor computador existente no mundo seria capaz de lidar com
tal problema.

Por outro lado, a aplicagdo de métodos estatisticos as leis da mecanica
permite expressar todas as varidveis termodindmicas como médias das
propriedades microscopicas. O ramo da Fisica que lida com tal estudo ¢
denominado Mecanica Estatistica, que foi desenvolvida, a partir do século
XVIII, com os trabalhos de varios cientistas, dentre eles, James Clerk Maxwell.

Uma das contribui¢cdes mais importantes de Maxwell foi a dedugdo, por
volta de 1859, da lei de distribuig¢do de velocidades que foi comprovada
experimentalmente por Miller e Kush, em 1955. Essa lei rege o comportamento
das moléculas de um gas ideal monoatomico no qual as interagdes entre as
moléculas sdo consideradas despreziveis. Ela pode ser utilizada para explicar
alguns fendmenos que ocorrem na natureza, como, por exemplo, 0 movimento
browniano e o espalhamento do perfume no ar, etc.

Tendo como foco principal o ensino interdisciplinar de Estatistica,
procurou-se, ao longo deste capitulo, deduzir essa lei por meio de uma
abordagem puramente estatistica. Para tal, primeiro estudou-se o
comportamento das moléculas em relagdo a sua posicdo no espago, utilizando-
se a distribui¢do multinomial e o teorema central do limite. Em seguida,
deduziu-se a lei de distribui¢do da energia, para a qual foi necessario utilizar

alguns argumentos fisicos. Com base nos dois resultados anteriores,
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desenvolveu-se a lei de distribuicdo das componentes da velocidade e, por
conseguinte, a distribui¢do de velocidade de Maxwell.

Com base na distribuicdo de Maxwell, encontraram-se a velocidade

média (Esperanca de V) e a esperanca de V2 de duas formas: pela defini¢io de
esperanca matematica ¢ por meio da funcdo caracteristica. Encontraram-se,
também, o desvio padrdo e a velocidade mais provavel (moda da velocidade),
que foi comparada com a velocidade média, a fim de estudar a assimetria da
distribuicdo de Maxwell.

Visando a sua utilizagdo pratica, foi apresentado o esquema original do
aparelho utilizado para a comprovagdo dessa lei e a fotografia de um conjunto
de laboratério utilizado para simular a distribui¢ao de velocidades por meio de
bolas de vidro.

Na secdo seguinte, sdo apresentados alguns resultados numéricos e as
curvas da distribuicdo de Maxwell para temperaturas e gases diferentes. Essas
curvas e os valores numéricos foram obtidos por meio do software estatistico R,
com base em um exemplo de um livro de Fisica.

Como o formalismo matematico utilizado nesse capitulo ¢ bastante
avang¢ado, aconselha-se utilizd-lo no ensino de Estatistica e de Fisica de nivel
superior. No entanto, o professor de Fisica do Ensino Médio pode utiliza-lo
como fonte de pesquisa e tecer alguns comentarios sobre tal distribuicdo, para

seus alunos.
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4 ASPECTOS TEORICOS

4.1 Consideracoes iniciais

A totalidade do mundo que experimentamos por meio de nossos
sentidos consiste de objetos que sdo macroscopicos, isto €, grandes quando
comparados com as dimensdes atomicas. Esse mundo ¢ extremamente variado e
complexo, composto por gases, liquidos, solidos e organismos bioldgicos das
mais diversas formas e composigdes. Conseqiientemente, tentar descrevé-lo por
meio do comportamento de suas particulas microscopicas seria extremamente
complicado.

Em consonancia com essas idéias, Halliday & Resnick (1984) relatam
que a solugdo do problema do movimento das moléculas que constituem um
gas, pela aplicacdo direta das leis da mecénica a cada uma, ndo poderia ser
obtida nem mesmo com o auxilio do melhor computador eletronico existente.
Este fato pode ser compreendido fazendo-se um paralelo com Capitulo 2, em
que se relatou que o tempo médio gasto em cada simulagdo computacional sem
a representagdo grafica individual foi de, aproximadamente, 6 minutos para
200.000 repeti¢des. Entdo, se o movimento de cada molécula for considerado

um evento individual, o tempo médio necessario para o estudo do
comportamento de todas elas seria da ordem de 10" minutos (= 10" anos),

tempo maior que a idade do universo, o que torna essa tarefa impossivel de ser
realizada.

Torna-se, entdo, necessario recorrer a métodos estatisticos para estudar
o comportamento médio dessas moléculas. O ramo da Fisica que lida com esse
estudo ¢ conhecido como Mecanica Estatistica, que teve seu inicio nos estudos
envolvendo a teoria cinética dos gases e evoluiu para o tratamento microscopico

dos fendmenos termodinamicos.
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Entre as muitas contribui¢des da Mecanica Estatistica encontra-se a lei
de distribuicdo de velocidades, que foi obtida, pela primeira vez, por James
Clerk Maxwell, por volta de 1859 (Halliday & Resnick, 1984, p. 240; Ribas,
2007, p. 18). Ela ¢ baseada na teoria classica, ndo levando em conta as
interagdes quanticas entre as moléculas do gas.

Nesta se¢ao, essa lei ¢ deduzida seguindo-se as etapas apresentadas pelo

esquema da Figura 4.1.

Distribuigado das Distribui¢do de Distribuicdo de
moléculas no espago energias de Boltzmann  velocidades de Maxwell
(1% etapa) (2° etapa) (37 etapa)
I Argumentos 2' Argumentos ; Argumentos :‘
estatisticos estatisticos e estatisticos
fisicos
— Multinomial — Multinomial — Distribui¢ao
_ Binomial — Logaritmo natural conjunta das
- irli componentes da
_ Esperanga da Teorema de Stirling p
. . - ipli velocidade (normal
binomial Multiplicadores de (
tri-variada
— Teorema central do Lagrange )
. — Distribuicdo
limite
) . qui-quadrado
— Aproximagao
— Técnica da fun¢ao
normal

. N de distribuicao
— Desvio padrao
. acumulada
— Coeficiente de

variagao

FIGURA 4.1 Etapas seguidas para a deducdo da distribui¢do de velocidades
de Maxwell.
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A primeira etapa ¢ apresentada na subsecdo 4.2, a segunda na subsecdo
4.3 e a terceira ¢ constituida por duas partes: distribuicdo conjunta das
componentes da velocidade (subsegdo 4.4) e distribui¢do de velocidades de
Maxwell (subsegdo 4.5).

A justificativa para o uso de tal seqiiéncia reside no fato de que a
distribui¢do de velocidades esta relacionada com a distribuicdo das moléculas
no espacgo e com a distribuicdo de energias. Nota-se, pelo esquema da Figura
4.1, que a Unica etapa em que € necessario utilizar argumentos fisicos ¢ a
segunda. Isso ocorre em conseqiiéncia de a multinomial para a energia estar

sujeita a duas restrigdes, como sera visto na subsecao 4.3.

4.2 Distribuicio das moléculas no Espaco — 1° etapa

Considere um recipiente, hermeticamente fechado, de volume w,
contendo um gas ideal monoatémico’ em equilibrio térmico. Para estudar como
as moléculas deste gas se distribuem no espago, tal recipiente pode ser dividido

“mentalmente” em k células de volumes w,,w,,---,w,, avaliando-se, em

seguida, o numero de moléculas em cada uma delas. Segundo Born (1962), a
determinagdo exata do valor dessa variavel, num dado momento, além de ser
inerentemente impossivel, seria de pouca utilidade, visto que ela muda
constantemente, em virtude do movimento das moléculas. Assim, torna-se
necessario recorrer aos métodos estatisticos do calculo das probabilidades para
estimar o seu valor mais provavel.

Para o gas descrito anteriormente, todas as moléculas t€m igual

probabilidade de estar em qualquer lugar dentro do recipiente, tendo em vista

7 Esse gas ¢ aquele que obedece aos seguintes pressupostos: o volume de cada molécula
¢ uma fragdo desprezivel do volume do recipiente; as for¢as que atuam sobre elas sdo
despreziveis exceto durante as colisdes; os choques entre essas moléculas sdo
perfeitamente elasticos e de duragdo desprezivel e, finalmente, cada molécula ¢
constituida por um s6 atomo (Halliday & Resnick, 1984, p. 211).
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que, na auséncia de forgas externas, ndo existe nenhuma posig¢ao privilegiada
para elas (Tipler & Llewellyn, 2006, p.219). Entdo, a probabilidade de sucesso,
p; , isto €, a probabilidade de encontrar uma molécula na i-ésima célula, ¢ dada,
conforme visto na expressao 2.3 do capitulo anterior, pela razdo entre volumes

(probabilidade geométrica), isto €é:
=", (4.1)

emque i:112"”;k € W=W1+W2+"'+Wk
A soma dessas probabilidades para todas as células deve ser igual a

unidade, uma vez que a molécula, por hipotese, estard em algum lugar dentro do
recipiente (Beiser, 1969), isto é:
2P =Pyt Pyt pe=1. (4.2)
Assim, as varidveis aleatorias N;,N,,---,N,, que representam,
respectivamente, o numero de moléculas contidas nas células 1,2,---,k
seguem, conjuntamente, uma distribuicdo multinomial com parametros n e
p; (i=1,2,~--,k), em que N é o namero total de moléculas ¢ p; ¢ a
probabilidade de sucesso para a célula i (expressio 4.1). Portanto, a

probabilidade conjunta dessas varidveis sera:

n! npg Ny Ny

P(lenlszznz,“',Nk:nk):m PP B, (43)
oyt en !

em que:
dni=ng+n, 44N =n. (4.4)
A distribui¢do mais provavel de moléculas no recipiente, isto ¢, aquela

que fornece um maximo para a expressao 3.3, pode ser encontrada com base no

teorema central do limite, como sera apresentado a seguir.
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A distribui¢do marginal de cada N; ¢ uma distribui¢do binomial com
parametros n e p;, tendo em vista que cada molécula pode ou nio estar contida

na célula especificada. E importante ressaltar que cada molécula ¢ considerada

um ensaio independente de Bernouli. Entdo, a probabilidade marginal para N;

sera:
P(Nj=n)=———+ i (1-p)" (4.5)

emque n; =0,1,2,---,n.
O valor médio (esperanca matematica) de N; pode ser obtido por meio

da fungdo geradora de momentos, conforme demonstrado em Mood et al.

(1974). Assim:

B =E(N;)=np (4.6)

Por outro lado, a distribuicdo de cada N; pode ser aproximada, com

boa precisdo, pela distribuigdo normal, o que garante a simetria da distribui¢ao

de N; em relagdo ao valor mais provavel, mesmo quando a célula ¢ muito
menor que o recipiente, tendo em vista que o niimero total de moléculas no

recipiente é extremamente elevado (da ordem de 10?* moléculas por mol). Este
fato € uma conseqiiéncia do teorema central do limite (Magalhaes, 2006, p. 105;
Ferreira, 2005, p.146). Dessa forma, o nimero mais provavel de moléculas na i-

ésima célula ¢ aproximadamente igual ao valor esperado de N; (expressdo 4.6).

Esse resultado esta em consonancia com aquele obtido por meio de argumentos
fisicos, como ¢ encontrado nos livros de Fisica (por exemplo, Beiser, 1969).

E 6bvio que o numero médio de moléculas numa dada célula depende
do tamanho dessa célula. Isso pode ser constatado, também, por substitui¢ao da
expressdo 4.1 na 4.6. Assim, se o recipiente for dividido mentalmente em k

partes iguais, todas as células terdo, em média, o0 mesmo nimero de moléculas.
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Neste caso, de acordo com a expressdao 3.1, a probabilidade de sucesso para

cada célula sera:

e o valor esperado de N;, conforme expressdo 4.6:

n

Para avaliar como ocorrem as oscilagdes de N; em torno de seu valor

esperado, pode-se, em vez de utilizar argumentos fisicos, encontrar o desvio

padrdo e o coeficiente de variagdo dessa variavel. O primeiro € dado por:

on PR o) - T

e o segundo, por:

1
ONn. K n(k—l) k-1
—100% = =————100% =, |——100%.
E(N;) n n

k

cv=

Nota-se que, para um gas ideal monoatémico, considerando um valor
fixo para k (k << n), embora o desvio padrio seja bastante elevado, o cv tende a
zero. Para se ter uma idéia mais clara desse fato, considere as seguintes
seqiiéncias de nimeros:

1) 99, 100, 101;

i) 99999, 100000, 100001.

Estas duas seqiiéncias tém o mesmo desvio padrdo, mas, a primeira tem
uma variagdo dez vezes maior do que a segunda (cv, =1% e cv, =0,1%).

Assim, para um géas em equilibrio térmico, as oscilagdes que ocorrem
em torno do valor esperado podem ser consideradas despreziveis e a

distribuicdo de moléculas no espago, totalmente uniforme (Roy, 2002). Isso
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significa que a posicdo de uma molécula ndo é afetada pela presenca de outras
moléculas ja que, neste caso, as for¢as de interacdo entre elas sdo consideradas
despreziveis. Como uma conseqiiéncia desses fatos, as moléculas se
movimentam aleatoriamente dentro do recipiente, fazendo com que as
componentes da velocidade de cada molécula sejam independentes.

Por outro lado, a distribui¢do de energia ndo € uniforme, conforme sera

demonstrado na subse¢do seguinte.

4.3 Distribuicao de energias moleculares — 2° etapa

Para um gas em equilibrio, a energia total das moléculas permanece
constante, de acordo com o principio da conservacao de energia. Isso mostra
que, considerando k intervalos em ordem crescente de energias, isto ¢, o
primeiro de 0 a E;, o segundo de E, a E, (E;< E;), o terceiro de E, a E;
(Ex< Ej), ..., e 0 k-ésimo de Ey; a E¢ (Ex.1< Ey), o nimero de moléculas com
energias dentro de cada um desses intervalos decai a medida que a energia
aumenta. A justificativa para esse fato ¢ que, se uma molécula possui energia
elevada, a energia restante tera que ser dividida para todas as outras moléculas
(Born, 1962). A conseqiiéncia desse fato € que a probabilidade de sucesso nédo
sera constante para intervalos iguais de energias, como ocorria para a
distribuicdo de moléculas no espago. Ela depende ndo s6 do tamanho do
intervalo como também dos valores da energia para esse intervalo.

No entanto, de forma semelhante a distribui¢do no espago, as variaveis

aleatorias N, N,,---, N, que representam o nimero de moléculas com
energias nos intervalos 1,2,---,Kk, seguem, conjuntamente, uma distribui¢ao

multinomial e a probabilidade conjunta dessas variaveis é, também, dada pela
expressao 4.3 (Beiser, 1969, p.272). A diferenca em relagao a distribuicdo no

espago € que, neste caso, além da condigdo estabelecida pela expressao 4.4, a
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soma das energias de todas as moléculas deve ser igual a energia total do

sistema, isto €:
k
DG =m0+ n, U+ +n 0 =0, 4.7
i=1

em que U; representa a energia média do i-ésimo intervalo e ¢, a energia total

do sistema. Uma conseqiiéncia dessa ultima condi¢do ¢ que a distribui¢do de

N; serd assimétrica em relacdo ao seu valor mais provavel e o método anterior

ndo pode ser utilizado nesse caso. Entretanto, o problema pode ser resolvido por
meio de argumentos fisicos, como demonstrado a seguir.

Em primeiro lugar, deve-se aplicar o logaritmo natural na expressao 4.3
para facilitar o processo, tendo em vista que a funcao logaritmica é uma fungéo
monoétona crescente e, entdo, um maximo para a probabilidade corresponde a

um maximo para o seu logaritmo. Assim, a expressao 4.3 torna-se:
In(P)=In(n1)=>"In(n; )+ > n;In(p;). (4.8)
Como os valores n e n; sdo muito elevados, o teorema de Stirling, cuja

demonstracdo se encontra em Beiser (1969), pode ser aplicado. Segundo esse

teorema, para essas situagoes:
In(nt)=niIn(n)-n e In(n!)=n In(n)-n,
e assim:
In(P)=nin(n)—n->"[nIn(n)—n ]+ > nIn(p;)
= In(P)=nIn(n)-n=>"nIn(n)+> n+> nIn(p;)

Mas, de acordo com a expressao 4.4, Z n; =n, entdo,

In(P)=nIn(n)-> niIn(n;)+> mIn(p;). (4.9)
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Na condigdo de maxima probabilidade, a variagdo de In ( P) ¢ nula. Isso
significa que, proximo ao valor maximo de P, uma pequena variag¢do (dn; ) em

cada n; ndo afeta o valor da probabilidade. Assim:
8In(P) ., =8[nIn(n)]=>" sniIn(n;)=>" n3In(n;)+ Y 3 In(p;)=0

, 1 . )
Como nln(n) ¢ constante e 3In(n;)=-3n;, a expressdo acima se
n;

torna:

=> 8n;In(n;)= > &n+ > 3n; In(p;)=0. (4.10)

Porém, uma vez que o niimero total de moléculas é constante, a soma

das variagoes on; deve ser nula, isto é:
D8 =38n +3n, +--- +3n, =0 (4.11)

Entdo, por meio da expresséo 4.10, obtém-se:

=Y dnIn(n; )+ > 8n; In(p;)=0. (4.12)

Beiser (1969) relata que, embora a expressdo 4.12 deva ser satisfeita
pela distribuigdo mais provavel das moléculas, ela ndo especifica, por si mesma,
completamente esta distribui¢do. Segundo o mesmo autor, deve-se considerar o
fato de que as variagdes on;,on,, ---,dn, do nimero de moléculas com
energias dentro dos k intervalos ndo sao independentes, mas devem obedecer a
duas restrigdes: a primeira foi estabelecida pela expressdo 4.11 e a segunda esta
relacionada a conservacao da energia do gas. Em fungdo dessa ultima restri¢ao,

tem-se:

DT = Uy 8Ny + T, 80, + - T3, = 0. (4.13)

A fim de incorporar tais restricdes a expressdo 4.12, deve-se aplicar o

método dos multiplicadores indeterminados de Lagrange, que consiste em
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multiplicar a expressdo 4.11 por —a e a expressao 4.13 por —p, emque a ¢
sdo quantidades independentes dos n;, e somar essas expressoes a expressao

4.12. Assim:
= emIn(nt)+ > 8 In(p;)+ > (—eedn )+ D (=B u; dn;) =0
= Y (=In(n")+In(p;)— o —Pu; )dn; =0.
Para que a expressdo anterior seja verdadeira, a quantidade entre

parénteses deve ser nula, isto é:

—In(n,")+In(p;)—a—Puy; =0 = In(n;")=In(p;)—a—Py;

= | n'=pe e P | (i=1,2,-,k), (4.14)

que ¢ o numero mais provavel de moléculas com energias no i-€simo intervalo.
“Este resultado é conhecido como lei de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann”
(Beiser, 1969, p.273).

A partir desse resultado, a distribuicdo de velocidades pode ser

encontrada como sera visto nas duas proximas subsegoes.

4.4 Distribuicio conjunta das componentes da velocidade — 3" etapa:
parte 1

Considerando uma distribuicdo continua de energias moleculares, em

vez de um conjunto discreto, a expressao 4.14 se torna:
n(u)du = pe “e P du, (3.15)
em que n(u)du ¢ interpretado como o nimero de moléculas cujas energias se

encontram entre U ¢ U+du. Essa aproximag¢do ¢ perfeitamente valida para as
moléculas de um gas ideal monoatdmico, tendo em vista que, neste caso, “a
energia de quantizagdo ¢ insignificante e o niumero total de moléculas pode ser

muito grande” (Beiser, 1969, p.273).
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Entretanto, na condi¢do de equilibrio do gas, as for¢as que atuam sobre
as moléculas sdo consideradas despreziveis ¢ as componentes da velocidade sdo
independentes, conforme relatado na subsegdo 4.2. Assim, a energia de cada
molécula sera puramente cinética, de forma que:

U =%mV2, (4.16)

em que m e V sdo, respectivamente, a massa ¢ a velocidade da molécula. Essa

condic¢do, associada a expressao 4.15, permite afirmar que:

—lﬁmvz

n(v)dv « e 2 dv. 4.17)
Porém, a velocidade ¢é uma grandeza vetorial que possui trés
componentes V,, V, e V,, conforme Figura 4.2. Cada uma dessas

componentes pode assumir qualquer valor na escala dos numeros reais, de

acordo com a teoria classica.

FIGURA 4.2 Representagao grafica da velocidade e de suas componentes.
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Dessa forma, o nimero de moléculas cujas componentes da velocidade,
Vi, Vy e V,, situam-se nos intervalos infinitesimais, Vv, e v, +dv,,
vy e vy +dvy, v, e v, +dv,, pode ser obtido, com base na Figura 4.2 € na
expressdo 4.17, de forma que:

[3 m (vx2 +vy +V, )

n(vx,vy,v )dv dv dv, o e 2 dv, dvy dv,,

em que v, +Vv,” +V,” =V

Tendo em vista que a probabilidade conjunta das componentes

Vy, V, e V, ¢ proporcional ao namero de moléculas, obtém-se:

f(v Vy v)dv dv dv, o n(v RY, v)dv dv dv,

L [3m(v>(2+-vy +V; )

= f(vx,vy,v )dv dv, dv, o e 2 dv, dv, dv, .

Inserindo uma constante de proporcionalidade na expressdao anterior

tem-se:

- % [im(vxzwy2 +v22)

f(Veovy v, )dv, dvydv, = c e dv,dv, dv,, (4.18)

em que f (VX Vy ,VZ) ¢ a fungdo de densidade de probabilidade conjunta dessas

variaveis e C € a constante de proporcionalidade.

Para que f(vX Vy ,VZ) seja uma fdp (fungdo de densidade de

probabilidade), a integral da expressdo 4.18 sobre todos os valores das

componentes da velocidade deve ser igual & unidade, isto é:

T T T f(Vvy v, )dv, dv, dv, T T Tc e_%Bm(VXZJrVyZJrVZZ)dvX dv, dv, =1.
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Como as variaveis aleatorias V,,V, e V, sdo independentes, essa

integral pode ser desmembrada, tornando-se:

00 1 2 [o's) 1 2 o0 1 2
- —Bmv. - —Bmv - —Bmyv.
cer dexje2 ydvyfe2 “dv, =1.
—0

—00 —00

Essas integrais, segundo Mood et al. (1974) e Nussenzveig (2004),

valem:
0 1 2 0 1 2 o) 1 2
- = Bmy, - =Bmyv - = Bmyv 2
fez Mdy=fe2 Vdy=[e?2 Tdy,= il
—00 —00 —00 Bm
Entao:
3 3
27 |2 m\2
ol L°=1 = ¢= pm .
Bm 2n

Substituindo-se esse resultado na expressao 4.18, obtém-se:

3
- 1 2. ,2..2
jZ L T )dvx dvydv,  (4.19)

Bm
f (Vv v, )dv, dvy dv, = (E
Assim, a fun¢do de densidade de probabilidade conjunta das variaveis

Vi, Vy e V, &

El 1 2,.,2..,2
vy ve) = (g_:jz et (4.20)

emque —o <V, <0, -0V, <0 ¢ -0V, <,

y

Nota-se, por meio dessa fung¢do, que as componentes V,, V, e V,,

seguem, conjuntamente, uma distribuicdo normal tri-variada com vetor de

médias nulo e matriz de covariancias:
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1 0 0
Bm
Z =10 1 0
Bm
0 0 1
i pm |

A condiggo de independéncia permite desmembrar a expressao 4.20 de

forma que:

1
2 1 2
m)2 --Bmv
f(v) = (B—j e 2 7, emque —0<V, <0

, emque —oo<Vy<oo;

—y
—~
<

<
N—
Il
7\

pmYz 5 Bmv,?
f(Vz):(—J e 2 ', emque —0<V,<o.

Essas fungbes mostram que as variaveis, V,, V, e V,, sdo

normalmente e independentemente distribuidas com média zero e varidncia

B—. Além disso, as curvas dessas fun¢des sdo simétricas em relagdo aos seus
m

valores mais provaveis. Assim, em cada direcdo, ¢ igualmente provavel
encontrar a molécula movimentando-se para um lado ou para o outro, isto ¢é, a
componente da velocidade, nessa dire¢do, pode ser negativa ou positiva com a
mesma probabilidade (Reif, 1965, p. 266).

Esses fatos constituem a base para encontrar a distribuigdo de Maxwell,

como serd demonstrado na proxima subsec¢ao.
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4.5 Distribuicao de velocidades de Maxwell — 3% etapa: parte 11
A fungdo de distribui¢do de velocidades de Maxwell pode ser

encontrada a partir da expressio 4.19. Para isso, primeiramente, o0
comportamento da varidvel aleatoria S =|3m(VX2 +Vy2 +V22), relativa ao

exponencial da expressdo 4.20, deve ser avaliado. Essa variavel, conforme ¢

demonstrado a seguir, tem uma distribuicdo qui-quadrado com 3 graus de

liberdade.

Demonstracio

Sejam as varidveis aleatorias Z,=./fm V,, Z,=,pmV, e

Zy= \/ﬁ V, . Como as distribui¢des individuais de V,, V, e V, sdo normais
com média zero e varidncia BLm, as variaveis Z;, Z, e Z; seguem,
individualmente, uma distribuicdo normal padrio, N(0,1), como pode ser
comprovado pela técnica da fungdo de distribuicdo acumulada (Mood et al.,
1974). Nota-se, entdo, que a variavel aleatéria S corresponde a uma soma de

normais padrdes ao quadrado, isto €:
S=27%+2,"+2,°
Mas, segundo Mood et al. (1974) e Ferreira (2005), essa soma possui

uma distribuicdo qui-quadrado com trés graus de liberdade. Assim, a fungao

densidade de probabilidade da variavel S é:
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Porém F(—j——n e ;[ljz =——, portanto
) > 2 \/7’ )
g
1 L L
f(s)=——s2e 2, emque 0<S<o

NP

Essa expressdao permite encontrar a fungdo densidade de probabilidade

da variavel aleatoria V =./V,? +Vy2 +V,?, que representa o modulo da

velocidade da molécula, tendo em vista que:

V,2+V,? 4V, _ S SRV
pm pm

Assim, aplicando-se a técnica da fungdo de distribuigdo acumulada para

a variavel V, encontra-se:

% (0)-pv 20)- e[ [ <v]-p(s <pme) - s [pme).

Derivando-se ambos os lados dessa fungao, obtém-se:

fy (V)= fs (Bmvz) 2pmv = [\/;_n (Bmvz); e_;(ﬁmvzq 2pmv,

que pode ser reescrita como:

1 2
f(v)=4n(ﬁ—mj ez’ ,

N | W

ou

2 3o, lpmé?
f(v):\/% (Bm)z2 vie 2 , (4.21)
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em que 0<V<ow. Esta fungdo ¢ conhecida como distribuicdo de Maxwell

(Morse, 1962, p. 99; Reif, 1965, p. 267; Walck, 2007, p. 88).

O produto f(V) dv representa a probabilidade de encontrar uma

molécula com modulos da velocidade entre V e V+dv . Multiplicando-se essa
probabilidade pelo nimero total de moléculas encontra-se o nimero mais

provavel de moléculas cujos modulos da velocidade situam-se entre vV e v+dv,

isto é:

3 —levz

n(v)dv=n f(v)dv:n\/Z (Bm)2 vie 2 dv |, (4.22)

T

em que O<Vv<oo. Esta expressio € conhecida como “Distribuicdo de

Velocidades de Maxwell”, tendo em vista que sua primeira dedug¢ao foi feita por
James Clerk Maxwell, por volta de 1859 (Halliday & Resnick, 1984, p. 240;
Ribas, 2007, p. 18).

Determinacio da constante f§

Como foi relatado na subsecdo 4.4, a energia de cada molécula do gas
ideal monoatomico sofre influéncia apenas da energia cinética (expressao 4.16).
Assim, aplicando-se a técnica da funcdo de distribui¢do acumulada para a

variavel U, encontra-se:

1 2u 2u

R (u)=P(U £u)=P(5mV2 < quP(VZ S—jzp[v < _J

m m

- w-n({E)

Derivando-se ambos os lados dessa fungao, obtém-se:
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v (3 R+ (ol

Com base nessa expressio ¢ em 4.21, a funcdo densidade de

probabilidade da energia (variavel U) ¢:

fu(u)= E(Bm)z(%‘j T I

mY\ 2u

que pode ser reescrita, de forma mais simplificada, como:

3
f(u):% B2Jue |, (4.23)

emque O<U<oo.

Jn

. . 3 ~ ~
Mas, conforme visto anteriormente, 7:1“(5 , entao, a expressao

4.23 pode ser reescrita como:

f(u)—@(ﬁu )2l eb

Isso mostra que a variavel U tem distribuigdo gama com parametros A =3 ¢
3
r =3 (Walck, 2007, p. 88).

Com base na expressdo 4.23, pode-se afirmar que o numero de

moléculas com energias entre U e U +du é:
b 3
n(u)du=-—= B2Ju e du, (4.24)
N

em que 0 < U < oo, Esta fungio sera usada para obter o valor de f3.
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Antes, porém, vale ressaltar que, apesar de a teoria classica permitir
valores entre zero e infinito para a energia, a expressdo 4.24 so tera resultados
expressivos se os valores dessa grandeza forem extremamente baixos (da ordem
de 107" Joules), tendo em vista que, segundo a teoria classica, a energia média

por molécula ¢ dessa ordem. Esse resultado também pode ser comprovado por

. 1
meio da expressdo 4.15 (U = Em V?). Nessa expressdo, o valor de m (massa da

molécula) ¢ da ordem de 107%'kg. Entdo, se a molécula possuisse uma
velocidade proxima a velocidade da luz (3,0 x 10° m/s), sua energia seria da
ordem de 107" Joules.

O valor da constante B pode ser determinado por meio da associagdo
entre a conservacao de energia e a expressao 4.24. Pela conservacgdo da energia,

a energia total do géas ¢ a soma de todas as energias individuais. Assim:

© © 3 3o 3
2 2 2 222
un(u)du=lun—=—B2JueP'du=n—=—p2(u2ePidu.

o 3
Mas, segundo Beiser (1969), a integral ju 2ePU du vale é\/g,
0

entio:

? 2 23 [z 3(n
gun(U)dU:nﬁﬁzw\/%:E(BJ.

Por outro lado, de acordo com a teoria cinética dos gases, a energia total

do referido gas vale %n KT, em que T ¢ a temperatura absoluta e k é a
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constante de Boltzmann® (Beiser, 1969, p. 276; Halliday & Resnick, 1984, p.
219). Portanto:

3(n 3 1
=l =]==nkT = B=—.
2( B 2

Essa constante pode ser substituida em todas as expressdes anteriores.

Porém, como o maior interesse, do ponto de vista estatistico, ¢ pela fungio

densidade de probabilidade, isso sera feito somente para a expressdo 4.21.

2 (m % ”[EJVZ
f(v):\g [Fj vie Ul (4.25)

em que 0 <V<oo. Nota-se que a curva desta fungdo depende da temperatura,

Dessa forma:

obtendo-se, para cada temperatura, uma curva diferente. Isso sera comprovado

na sec¢ao 7.

Com base na expressao 4.25, foram obtidos, na se¢do seguinte, alguns

resultados metodologicos, iniciando-se pela funcgdo caracteristica, que permitiu

encontrar valor esperado de V e de V2. Esses dois tltimos resultados foram
obtidos também pela definicdo de esperanca matematica e, a partir deles,
encontrou-se o desvio padrio de V . Além desses resultados, encontrou-se

também a velocidade mais provavel (moda da velocidade).

r _ , . o
$k=—=1,38x10" em que I ¢ a constante universal dos gases e N, ¢ o niimero de
n
o

Avogadro (Halliday & Resnick, 1984).
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5 RESULTADOS METODOLOGICOS

Nesta secdo sdo deduzidos alguns resultados metodologicos para a
distribuicdo de velocidades de Maxwell. Inicia-se com a fungfo caracteristica,

tendo em vista sua importidncia na dedugdo de outros resultados, como a

esperanca de V e a de V2, que também sdo deduzidos pela definicdo de
esperanca matematica. Sdo obtidos também o desvio padrdo e a velocidade mais

provavel.

5.1 Funcao caracteristica da distribuicio de Maxwell

A funcdo caracteristica de uma varidvel qualquer ¢ uma fungdo
matematica que permite encontrar os momentos de qualquer ordem. Segundo
Magalhaes (2006) e Walck (2007), a fungdo caracteristica de uma variavel X ¢é
definida por:

o0

dy (1) = E(e“x)z je“x f (x) dx;

paratreale i=.—1.

Com base dessa fungdo, as esperangas das variaveis X e X 2 sdo dadas

por:

E(X):%[%jw(t)t:o ) E(Xz):i%[%}mt)

Para encontrar tais esperangas para a distribuigdo de Maxwell, primeiro,

t=0

¢ necessario deduzir sua fungdo caracteristica. Assim, partindo-se da expressdo

3.25, obtém-se:

-6 Jer sy o 2 (e 2

0
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| W

R L
0

Para resolver a integral na expressdo acima, deve-se completar o

quadrado em relagdo a v no fator exponencial. Dessa forma:

7 kT

- () et R,

Isolando-se o termo que ndo depende da velocidade, tem-se:

S (m s m(@)zw Jﬂ(v_@f
ﬁ/(t)Z\/; {_j e2kT m J'Vze 2 kT m dv,
0

kT

que, apods simplificada, se torna:
3 (kT )20 1 om (o KTit)
2 m V2 =]t %R -— —|v-
@(t)z\p [EJ ez("‘j jvze 2”( m j dv. (4.26)
V4

Para se obter a o valor da integral é necessario fazer uma mudanga de

variavel. Seja:
N2
szzﬂ(v—@j , 427

entao:

Isolando-se v nesta expressao, tem-se:
kKT kTit
VRN LL LY (4.28)
m m
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Derivando-se ambos os lados desta expressdo, tem-se:

dv= ‘/k—T ds. (4.29)
m

Elevando-se ao quadrado a expressdo 4.28, obtém-se:

, (/kT kTith KT 5 . [kT [kTitJ (kTitjz
V| —s+ —| = —s*+2|—s | — |+| —— | ;
m m m m m m

3
2 L N2
vzzk—T52+2it(k—T)zs+(@) . (4.30)
m m m

Substituindo-se as expressoes 4.28, 4.29 e 4.30 em 4.26, obtém-se:

2 (m % 15[%)‘2”
@(t):\/;[FJ e d, (4.31)

em que:
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Substituindo-se o valor de d na expressdo 4.31, tem-se:

31kt 3
2 (m e s[S)ee kT 2\/; (KT
4 (t)= ;(FJ e 2 (?J 3+2|t(W) +
s (SR |
m 2

Simplificando-se essa expressao obtém-se:

e T RKT L (KT Y.a.a
g (t)=e 2" {H mlt—i—(?jl t } , (4.32)

que ¢ a fungao caracteristica da distribui¢do de Maxwell.

Os resultados das subsecdes 5.2 e da 5.3 foram obtidos com base nesta

fun¢do e na definicao de esperanga matematica.
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5.2 Velocidade média ou esperanca de V
Conforme relatado na subse¢do anterior, a velocidade média pode ser

obtida pela definicdo de esperanga matematica e por meio da fungdo

caracteristica.

Pela definicao de esperanca matematica

Partindo-se da expressao 4.25, obtém-se:

F T2 (m : *l[mj"z
V:E(V):.([vf(v)dv=£v\/;(ﬁJ vie 2\ dy;

Mas, segundo Ribas (2007):

OJ?V3 e% [%]VZ dv = l[ET =2 (k_sz

0 20 m

Entao:

3
= 2
2
sz(v)z\/z m 2(k_Tj= 8kT
7 \ kT m m
Por meio da funcao caracteristica

Neste caso, derivando-se a expressdo 4.32 em relagdo a t, obtém-se:

(%)Mtk e 12(k":]im(%iztj {H\/%iu(%j#ﬁ}

1

KT V2.2
— |1t
. o3l {/Sk_mz(kij-zt}
zm m

(4.33)
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Conforme ja relatado, a esperanca de V ¢ igual ao valor dessa derivada

no ponto t =0, dividido por i, isto é:

_1fd _ L ogo [8KT 8K .
EW)_i(mj%(m i ¢ \aZm T\ wm
= | v=gv)= 3T |, (434)
zm

que ¢ a velocidade média das moléculas.

5.3 Esperanca de V 2
Também neste caso, pode-se utilizar o método comum ou a fungdo

caracteristica para obter o resultado desejado.

Pela definicdo de esperanca matematica

A expressdo 4.25 conduz a:

o w > (m % _l[ﬂJvz
2 2 2 / 2 2 \kT .
E(V ):fv f(v)dv:'([v - [ﬁj vee dv;

0

3 1{m)»

5 () 528
= E(V?)=,|= | — vie ? dv.
V-2 ()
Mas, segundo Ribas (2007):

% —lfm)“ 3 (2T >

Jute 7y 2ym (2T )2,

) 8 m

Entdo:
5

) () )

m m
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Por meio da funcao caracteristica
Neste caso, conforme ja foi abordado, deve-se utilizar a derivada de

segunda ordem da expressao 4.32, no ponto t=0 e dividir essa derivada por

i2. Como a derivada de primeira ordem ja foi obtida na subsec¢io anterior
(4.33), o primeiro passo sera reescrever essa expressao de forma mais

simplificada, isto é:

d SR fgkT KT | 2kT KT [8kT
(—jgﬁv(t):e 2\ m —i+(—+—]i2t+— =it
dt m m m m \ zm

Derivando-se essa fungdo em relagdo a t, obtém-se:

[%}Mt): e ;(kr:jiztz('%i%j Nik:rlu +(%+¥ji2t+

2 L(KT Y242
kT Sk_Tiztz+(k_Tj i4t3]+e (') Uk_TEJ
m 7m m m m

2
. z(k_Tj /8k_Tist+3(k_T) }
m 7m m

Entéo, a esperanga de V 2 sera:

E(v?) =%(d2]¢v(0)= %e°(ﬂ+£jiz _3KT

dt? i m o om m

E(VZ) _3kT ) (4.35)

Este resultado, associado ao da expressdo 4.34, permite encontrar o

desvio padrio da velocidade, conforme descrito na proxima subsecao.
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Na Fisica, ¢ comum utilizar o conceito de velocidade quadratica média
que ¢ dado pela raiz quadrada da expressdo 4.35. Halliday & Resnick (1984)
relatam que essa ¢ uma espécie de média da velocidade molecular. Neste
trabalho, como o enfoque é o ensino de Estatistica, ndo foi dada énfase a essa

velocidade.

5.4 Desvio padrio da velocidade

O desvio padrdo pode ser encontrado extraindo-se a raiz quadrada da
diferenca entre esperanca de V? e o quadrado da esperanga de V , isto é:

o, :\/E(Vz)_[E(V)Jz :\/3kT _ 8kT :\/kT (37-8):

m m zzm

> | oy = 7%(3;:—8) . (4.36)

Nota-se que o desvio padrio aumenta com o aumento da temperatura
absoluta ou com a redugdo da massa da molécula. Isso significa que a curva da
distribuicdo de velocidade (expressdo 4.25) serda mais achatada para
temperaturas mais elevadas ou gases mais leves. Esse fato sera comprovado na

secao 7.

5.5 Velocidade mais provavel ou moda da velocidade

A velocidade mais provavel (v, ) representa o valor da velocidade para

a qual a fungdo de Maxwell (expressdo 4.25) assume o seu valor maximo. Para
se obter esse resultado, primeiro, deve-se fazer uma transformacio logaritmica

na expressao 4.25, para facilitar o processo. Assim:
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= Inf(v)=1In %(%f +2In(v)—%(%}v2.

Derivando-se essa funcdo em relagdo a v e igualando-se essa derivada a

zero, obtém-se:

=| v, = /ﬁ . (4.37)
m

Comparando-se essa expressdo com a 4.34, pode-se notar que este

o . 8
resultado € um pouco inferior ao valor esperado da velocidade (2 <— j Esse
V4

fato mostra que a curva da distribuicdo de Maxwell (expressdo 4.25) ¢
assimétrica em relacdo a velocidade mais provavel.

Na proxima se¢do, serd apresentado um esquema do aparelho original
utilizado por Miller e Kusch para a verificagdo experimental da distribuicao de
velocidades de Maxwell, bem como a fotografia e uma breve descricdo do

aparelho usado para simulagdo dessa distribuicao.
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5 APARELHO EXPERIMENTAL

O objetivo desta secdo ¢ fazer uma breve descri¢do sobre os métodos
utilizados para a verificacao da distribuicdo de velocidades de Maxwell.

Essa distribui¢do, apesar de ter sido deduzida em 1859, teve sua
primeira medida direta somente em 1926, por Otto Stern (Tipler & Llewellyn,
2006, p.225). Isso motivou varios outros pesquisadores que procuraram
melhorar as técnicas utilizadas, até que, em 1955, Miller e Kusch fizeram uma
verificagdo experimental de alta precisdo de tal distribuicdo, usando o aparelho

esquematizado na Figura 4.3.

A VACUUM SEAL
8 FOUR TO ONE STEP-
UP GEARS

€ LIQUID NITROGEN COOLED
SURFAGES

D WINDOWS

€ OVEN

F DETECTOR WIRE B A
G COLLECTOR PLATE

FIGURA 4.3 Diagrama esquematico do aparelho designado para medir a

distribui¢do de velocidades de Maxwell.
Fonte: Miller & Kusch (1955).
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Este aparelho pode ser representado de forma mais simplificada como

na Figura 4.4.

Bomba

FIGURA 3.4 Esquema simplificado do aparelho de Miller e Kusch.
Fonte: Adaptado de Halliday & Resnick (1984).

Na Figura 4.4 esta representado um esquema simplificado do aparelho
usado por Miller e Kusch para a verificagdo experimental da distribuicdo de
velocidades de Maxwell. Com base nessa figura, os elementos principais desse
aparelho sdo: forno (O), seletor de velocidades (R) e placa coletora (D).

O forno contém uma fenda S, por onde escapa o vapor da substancia
aquecida. No experimento real de Miller e Kusch, foram utilizados o potassio ¢
o talio para diferentes temperaturas.

Por outro lado, o seletor de velocidades consiste de um cilindro sé6lido
contendo sulcos helicoidais, dos quais apenas um foi mostrado na Figura 4.4.
Para uma dada velocidade angular o do cilindro, apenas as moléculas que tém
velocidade dentro de certa faixa (em torno da velocidade V) podem passar ao
longo do sulco, sem se chocar contra a parede (Halliday & Resnick, 1984, p.
240; Tipler & Llewellyn, 2006, p.225). Essa velocidade pode ser encontrada

pela expressao:
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20)
V=—""o
¢

em que ¢, ( e @ sdo, respectivamente, o deslocamento angular, o

b

comprimento ¢ a velocidade angular do cilindro.

A placa coletora registra a intensidade do feixe em fungdo da
velocidade @ selecionada.

Vale ressaltar, ainda, que o interior do aparelho ¢ altamente evacuado
por meio da bomba, a fim de reduzir as colisdes entre as moléculas emergentes
da fenda, S (Halliday & Resnick, 1984).

O experimento de Miller ¢ Kusch também pode ser simulado por meio

do aparelho cuja fotografia se encontra na Figura 4.5.

FIGURA 4.5 Aparelho para simulagdo da distribuicdo de velocidades de
Maxwell: (a) regulador de freqiiéncia; (b) agitador mecanico;
(c) deposito e (d) estreboscopio.
Fonte: Physics 261 Laboratory — Departamento de Fisica da
Universidade de Regina, Canada
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O aparelho da Figura 4.5 consta de quatro elementos principais:
regulador de freqiiéncia (@), camara de vibragdo (b), depdsito (C) e
estreboscopio (d). Ele tem como meta simular a distribuicdo de Maxwell. Nele,
as moléculas sdo representadas por esferas de metal (ou vidro).

O agitador mecanico acoplado agita as esferas, fazendo com que elas
colidam entre si ¢ com as paredes da cadmara, até alcancarem uma situacao de
equilibrio semelhante a do gas. Em seguida, uma porta ¢ aberta e algumas bolas
caem no deposito, que possui varias divisorias espagadas de 1,0 em 1,0 cm. As
divisorias mais afastadas da saida da cdmara de vibragdo sdo atingidas apenas
pelas esferas mais rapidas.

Por meio do controlador de freqiiéncia, pode-se repetir o experimento
para freqliéncias diferentes e analisar a distribuicdo de esferas nas divisorias
para cada uma dela.

A descri¢do do aparelho da Figura 4.5 foi adaptada de “Physics 261
Laboratory Manual”, da Universidade de Regina, Canada.

Na secdo seguinte, sdo apresentados alguns resultados numéricos que

foram obtidos por meio da distribuigdo de Maxwell.
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6 APLICACAO PRATICA

Apesar da distribui¢do de velocidades de Maxwell ter sido deduzida
com base em pressuposicoes validas somente para os gases ideais
monoatomicos, ela fornece bons resultados para os gases reais sujeitos a altas
temperaturas ¢ baixa pressdo, como sugere a teoria cinética dos gases. Nesta
secdo, sdo apresentados os resultados obtidos por meio dessa distribuigdo para
seis gases e trés temperaturas diferentes. Os dados da massa molar foram
extraidos de Halliday & Resnick (1984).

Para obter esses resultados, utilizou-se a massa molar (massa de um
mol) em vez da massa de uma molécula. Assim, as expressoes 4.25, 4.34, 436 ¢
4.37 podem ser reescritas em fungdo da massa molecular, conforme descrito a
seguir.

A massa de uma molécula pode ser encontrada pela razdo entre a massa

molar (M) e o niimero de Avogadro (N, = 6,023 x 10% moléculas), isto é:

M MKk
Mm=——=—
n

: (4.38)

. r , .
tendo em vista que K=—, em que r ¢ a constante universal dos gases’,
n
0

conforme foi relatado na subsecdo 4.5.
Substituindo-se a expressao 4.38 nas expressoes 4.25, 4.34, 4.36 ¢ 4.37,

obtém-se:

’ r=82317J/(mol K).
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v - fSkT _ f8 rT , (4.40)
m M
kT rT

Oy = \/E(3ﬁ—8) —\/m(3ﬂ'-8) . (441)
/2kT [2r

Vp == T = V . (442)

A partir dessas expressoes, obtiveram-se os resultados desejados.

Comportamento da distribuicio de Maxwell para temperaturas diferentes
Na Tabela 4.1 foram apresentados os resultados obtidos com base nas
expressoes 4.40, 4.41 e 4.42, para o gas oxigénio, em trés temperaturas: 73 K,

273K e 500K.

TABELA 4.1 Velocidade média, velocidade mais provavel e desvio padrao da
velocidade para o gas oxigénio, em trés temperaturas: 73K,

273K e 500 K.
Temperatura (K) V (m/s) Vv, (m/s) o, (m/s)
73 219,81 194,80 92,76
273 425,07 376,71 179,39
500 575,26 509,81 24277

Por meio dos resultados da Tabela 4.1, pode-se notar que a velocidade
média, a velocidade mais provavel e o desvio padrao crescem com o aumento
da temperatura. Observa-se também que a velocidade média foi superior a
velocidade mais provavel, para todas as temperaturas. Isso significa que a

distribuicdo de Maxwell é assimétrica a direita, isto é, o coeficiente de
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assimetria ¢ positivo. Tal fato pode ser comprovado por meio do primeiro

coeficiente de Pearson, que ¢ dado por:

a, = P (3.39)

Para reforgar tais idéias, sdo apresentadas, na Figura 4.6, as curvas
obtidas por meio da distribuigdo de Maxwell (expressdo 4.39) para as condigdes

estabelecidas anteriormente.

f(v)x10°

341

[

LA

=)}
|

(b)

0.00 T T T T T >
0 300 600 900 1200 1500V (m/s)

FIGURA 4.6 Curvas da distribuicdo de Maxwell para o gas oxigénio, nas
temperaturas de 73K (a), 273K (b) e 500 K (¢).

Nota-se, por meio da Figura 4.6, que o aumento na temperatura faz a
curva de Maxwell ficar mais achatada. Assim, ¢ mais provavel encontrar
moléculas com velocidades elevadas em temperaturas altas. Por outro lado, a

assimetria em relagdo ao valor mais provavel ndo € tdo visivel, por meio desta
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figura, tendo em vista que a diferenca entre esse valor € o da velocidade média ¢

pequeno, se comparado com os valores da escala.

Comportamento da distribuicio de Maxwell para gases diferentes
Na Tabela 4.2 foram apresentados os resultados obtidos, com base nas

expressoes 4.40, 4.41 e 4.42, para seis gases na temperatura de 273K.

TABELA 4.2 Velocidade média, velocidade mais provavel e desvio padrdo da
velocidade para seis gases na temperatura de 273K.

Gas M (g/mol) V (m/s) Vp (m/s) o, (m/s)
H, 2,02% 1691,84 1499,35 713,98
He 4,00% 1202,28 1065,49 507,38

H,0 18,00% 566,76 502,28 239,18
N, 28,00% 454,42 402,72 191,77
0, 32,00% 425,07 376,71 179,39

CO, 44,00* 362,50 321,26 152,98

* Fonte: Halliday & Resnick (1984).

Por meio dos resultados da Tabela 4.2, observa-se que os valores
obtidos para cada grandeza decrescem com o aumento da massa molar.
Observa-se também, neste caso, que a distribuicdo de Maxwell ¢ assimétrica a
direita.

Na Figura 4.7, foram apresentadas as curvas da distribuicdo de Maxwell

para os gases hélio (He), hidrogénio (H,) e oxigénio (O,).
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f(v)x10° ¢
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FIGURA 4.7 Curvas da distribui¢do de Maxwell para os gases hélio (b),
hidrogénio (c) e oxigénio (a), na temperatura de 273K.

Nota-se, por meio dos resultados da Figura 4.7, que a curva mais
achatada foi obtida para o gas hidrogénio. A justificativa para esse fato ¢ que o
desvio padrao para tal gas é o maior entre aqueles que se encontra na Tabela
4.2. Assim, o hidrogénio tem maior probabilidade de escapar da atmosfera
terrestre, a grandes altitudes, do que o oxigénio ou o nitrogénio (Halliday &

Resnick, 1984).
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Capitulo 4 - Distribuicéo de Velocidades de Maxwell

6 CONCLUSOES

Concluiu-se com este capitulo que:
os resultados metodolégicos obtidos por meio dessa distribuicdo condizem
com os da teoria cinética dos gases;
a velocidade média das moléculas é um pouco superior a velocidade mais
provavel para qualquer temperatura ¢ gases diferentes, tendo em vista a
assimetria da distribuicdo de Maxwell;
as curvas dessa distribuigdo ficam mais achatadas com o aumento da
temperatura ¢ a redugdo da massa molecular do gés. Este fato ¢ uma
conseqiiéncia do aumento do desvio padrdo da velocidade;
a distribui¢do de velocidades de Maxwell pode ser deduzida por meios de
argumentos estatisticos, o que configura-se uma nova apresentagdo para
aspectos de calculo desta distribuicao;
tal distribuicdo constitui uma excelente ferramenta para o ensino
interdisciplinar da Estatistica, devendo ser usada apenas no Ensino

Superior, devido ao seu avangado formalismo matematico.
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CONSIDERACOES FINAIS

Em face do que foi estudado nos capitulos anteriores pode-se concluir
que:

e existe, na literatura sobre Estatistica, Fisica e Matematica, material
suficiente para a constru¢do de recursos didaticos para o ensino
interdisciplinar de Estatistica;

e a probabilidade geométrica fornece uma interface entre Estatistica e
Matematica de forma muito ladica, que garante um bom envolvimento dos
alunos nas atividades (ou experimentacdes);

e a distribuicdo de velocidades de Maxwell permite a visualizagdo do
aparecimento das distribuigdes por argumentos estatisticos, além dos
fisicos. Além disso, o tamanho do nimero de Avogadro permite argumentar
sob o aparecimento da distribui¢cdo normal de forma quase perfeita;

e 0 Quincux de Galton mostra-se especialmente rico para um ensino da
distribuicdo binomial e normal, indicando a possibilidade de recursos para

outras areas do ensino de Estatistica.

Espera-se, com este trabalho, dar suporte tedrico e didatico, tanto aos
professores da Educacdo Basica como do Ensino Superior, para o
desenvolvimento de atividades praticas para o ensino de diversos topicos da
Estatistica.

Para estudos futuros, recomenda-se a possibilidade de novos recursos
didaticos (caixa de amostragem, Quincux duplo e¢ o Quincux simples para o
estudo de outras distribuigdes e para o estudo do movimento browniano entre
outras possibilidades) e, também, evoluir para o projeto de um laboratério para o

ensino interdisciplinar de Estatistica.
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PROGRAMA Al - DIVISAO DE UM SEGMENTO EM DUAS PARTES

# SIMULACAO PARA ESTIMAR A PROBABILIDADE GEOMETRICA NA
# DIVISAO DE UM SEGMENTO EM DUAS PARTES

rm(list=ls(all=TRUE)) # remove todos os objetos

# DADOS DE ENTRADA

# Alterar conforme o interesse

1=20 # comprimento do segmento
intervalo=0 # tempo entre uma simulagdo e outra
nmax=200000 # numero maximo de langamentos

# VALORES INICIAIS DA SIMULACAO
# Nao alterar
x=y=Pf=w=NULL

P=1/3 # valor da probabilidade geométrica
# INICIO DA SIMULACAO
for(j in 1:nmax){ # INICIO das repeticdes

x=c(x,runif(1,0,1)); y=c(y,l-x[j]); if(x[j]>1/3 & x[j]<2*1/3){ w=c(w,1)
} else { w=c(w,0)}; Pf=c(Pf,sum(w)/j)

layout(matrix(c(1,2,4,1,3,4),nrow = 3),height=c(1,4,5)); par(mar=c(0,0,0,0))
plot.new(); text(0.5, 0.5, "Divisdo de um segmento em 2 partes", cex=1.5,
font=2); par(mar = c(3, 3, 0, 1)); plot(1, xlim=c(0, 2 * 1),ylim=c(0, 2 * 1),
type ="n", xlab="", ylab="", axes = FALSE); rect(c(1/2,1/2,1/2+x[j]),
c(3*1/2,1,5*%1/8), c(3*1/2,1/2+x[j]1,3*1/2), c(3*1/2,1,5*%1/8),lwd=2);
rect(12+x[j],11*1/8, 1/2+x[j], 13*1/8, 1ty=3) ; arrows(c(1/2,3*1/2), c¢(1/13,1/13),
c(3*1/2,1/2), c(1/13,1/13), length=0.08, Iwd=2, col="blue"); rect(c(1/2,3*1/2),
¢(0,0),c(1/2,3*1/2), c(1/6,1/6), Ity=3); axis(1,11*1/12,"] =", font=3,tcl=0,
cex.axis=1.3, mgp=c(0, 0.6, 0), pos=1/13); axis(1, 13*1/12, 1, font=3, tcl=0,
cex.axis=1.3, mgp=c(0, 0.6, 0), pos=1/13); plot(1, xlim = c(0,1+1/8),
ylim=c(0,1), type="n", xlab="", ylab="", axes=FALSE); rect(0, 3*1/4, 1,
3*1/4); rect(c(0, 1/3, 2*1/3, 1), c(11*1/16, 11*1/16, 11*1/16, 11*¥1/16), ¢(0,1/3,
2*1/3,1), c(13*1/16, 13*1/16, 13*1/16, 13*1/16), 1ty=3); text(c(0,1), c(9*1/16,
9*1/16), c(0,1),font = 3, cex=1.2); points(0, 15*1/64, pch = 20, cex=1.2,

col = "red"); points(0, 3*1/64, pch =1, cex=1.2, col ="blue")
text(5*1/16,1/4, "Evento favoravel",font = 3,cex=1.4)

text(3*1/8, 1/16,"Evento desfavoravel ",font = 3,cex=1.4)

if(x[j]>1/3 & x[j]<2*1I/3){; points(x[j], 3*1/4, pch = 20, cex=1.2,col = "red")
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} else {; points(x[j], 3*1/4, pch=1, cex=1.2,col="blue"); }; if(j<=5000){
plot(Pf, type="1", ylim = ¢(0.3, 0.37), xlab="Numero de repeti¢des",

ylab = "Probabilidade", mgp =c(2, 0.5, 0), cex.lab=1.1,font.lab=3)

}else {; if(7<=20000){; plot(Pf,type ="1",ylim=c(0.32, 0.347) , font.lab=3,
xlab="Numero de repeti¢cdes", ylab = "Probabilidade", mgp = c(2, 0.5, 0),
cex.lab=1.1); } else {; plot(Pf, type ="1", ylim=c(0.33, 0.337), font.lab=3,
xlab="Numero de repeti¢des", ylab = "Probabilidade", mgp = ¢(2, 0.5, 0),
cex.lab=1.1); } ; }; abline(h =P, Ity =2); legend("topright",

legend = expression("P"),lty=2, bty = "n",cex=1.2); legend("bottomright",
legend = expression("Pf"), Ity = 1, bty = "n", cex = 1.2); if (intervalo>0){
t=intervalo®*1000000; for (q in 1:t){; }; }

} # FIM dos langamentos

# FIM DA SIMULACAO

# RESULTADOS DA SIMULACAO
div2partes=data.frame(Pf);write.table(div2partes,"Div2partes.txt")
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PROGRAMA A2 — PROBLEMA DO MACARRAO

# SIMULACAO PARA ESTIMAR A PROBABILIDADE GEOMETRICA NO
# PROBLEMA DO MACARRAO

rm(list=Is(all=TRUE)) # remove todos os objetos

sim=SIM=Sim=TRUE # validacao da resposta sim
nd0=nao=NAO=NAO=Nao=Nio=FALSE # validagdo da resposta
nao

# DADOS DE ENTRADA

# Alterar conforme o interesse

1=30 # comprimento do segmento AB

nmax=200000 # nimero total de repeti¢des

intervalo=0 # tempo entre uma simulacao e outra

Apagar =sim # sim ou ndo
# sim = apaga a simulagdo anterior
# ndo = ndo apaga a simulagdo anterior

# VALORES INICIAIS DA SIMULACAO
# Nao alterar
x=y=z=xs=xi=ys=yi=w=Pf=NULL

P=1/4 # probabilidade geométrica

# INICIO DA SIMULACAO

for(j in 1:nmax){ # INICIO das repeticdes

m=0; while (m<1){; s=runif(1,0,1); r=runif(1,0,1); if ((s+r)<1){; m=1
x=c(X,S) # comprimento de AP
y=c(y,r) # comprimento de PQ
z=c(z,1-x[j]-y[j]) # comprimento de QB

¥ b f(x[I<12 & y[j1<1/2 & z[j]<1/2){; xs=c(xs,x[j]); ys=c(ys,y[j]); w=c(w,1)
} else {; xi=c(xi,x[j]); yi=c(yi,y[j]); w=c(w,0);}; Pf=c(Pf,sum(w)/j)

layout(matrix(c(1,2,4,1,3,4), nrow=3), height=c(1,4,5)); par(mar=c(0,0,0,0))
plot.new(); text(0.5, 0.5, "Problema do Macarrao", cex=1.5,font=2)
par(mar=c(3, 3, 0, 1)); plot(1, xlim=c(0, 2 * 1), type = "n", ylim=c(0, 2 * 1),
xlab="", ylab="", axes = FALSE); rect(c(l/2,1/2,1/2+x[j1,12+x[j]*+y[j]),
c(13*1/8,9*1/8,3*1/4,3*1/8), c(3*1/2,1/2+x[j],12+x[j+y[j],3*1/2),
c(13*1/8,9*1/8,3*1/4,3*1/8), Iwd=2); rect(c(1/2+x[j],1/2+x[j1+y[j]),
c(6*1/4,6*1/4), c(12+x[j1,112+x[j1+y[j]), c(7*1/4,7*1/4),1ty=3); arrows(c(l/2,
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3*1/2), c(1/20,1/20), ¢(3*1/2, 1/2), c(1/20, 1/20), col="blue", Iwd=2,
length=0.08); rect(c(1/2, 3*¥1/2), ¢(0, 0), c(1/2, 3*1/2), c(/6, 1/6), lty=3)
axis(1, 11*1/12, "1 =", font=3, tcl=0, cex.axis=1.3, pos=1/20, mgp=c(0, 0.6, 0))
axis(1, 13*1/12, 1, font=3, tcl=0, cex.axis=1.3, pos=1/20, mgp=c(0, 0.6, 0))
plot(1, xlim = ¢(0, 1+1/2), ylim = ¢(0, 1+1/4), type = "n", xlab="", ylab="",
axes = FALSE); g=seq(0,1,0.1); c=l-g; lines(g,c, type="h", col="gray95")
rect(0, 0, 1/2, 1/2, col="gray85"); axis(1, ¢(0, 1/2,1), c(0, 1/2, 1), tcl=-0.5,
pos=0); axis(2, c(0, 1/2,1), c(0, 1/2, 1), tcl =-0.5, pos=0); segments(0,1,1,0)
g=seq(0, 1/2, 0.1); c=1/2-g; lines(g, c, type="h", col="gray95")
segments(0,1/2,1/2,0); arrows(0,0,0,1+1/4,length = 0.05); arrows(0,0,1+1/4,0,
length=0.05); if (Apagar==ndo) {; points(xs, ys, pch=20, cex=1.2, col="red")
points(xi, yi, pch =20, cex=1.2,col = "blue"); } else {

if(x[j]<1/2 & y[j1<1/2 & z[j]<1/2){; points(x[j], y[j], pch=20, cex=1.2,
col="red"); } else {; points(x[j], y[j], pch =1, cex=1.2, col = "blue");}; }
if(j<=5000){; plot(Pf, type="1", cex.lab=1.1, ylim=c(0.20, 0.30),
mgp=c(2,0.6,0), font.lab=3, xlab="Numero de repeticdes em que x +y <1",
ylab = "Probabilidade") ; } else {; if(j<=20000){; plot(Pf, type="1",
cex.lab=1.1, ylim = ¢(0.23, 0.27), mgp=c(2,0.6,0) , ylab="Probabilidade",
xlab="Numero de repeti¢des em que x+y<I", font.lab=3); } else {

plot(Pf, cex.lab=1.1, ylim=c(0.245, 0.255), font.lab=3, mgp=c(2, 0.6, 0),
xlab="Numero de repeti¢cdes em que x +y <1", ylab = "Probabilidade",
type="1"); }; }; abline(h = P, Ity = 2); legend("topright", Ity = 2,

legend = expression("P"), bty = "n", cex=1.2); legend("bottomright",
legend = expression("Pf"), lty=1, bty="n",cex=1.2)

if (intervalo>0){; t=intervalo*1000000; for (r in 1:t){; }; }

} # FIM das repeticdes

# FIM DA SIMULACAO

# RESULTADOS DA SIMULACAO
macarrao=data.frame(Pf); write.table(macarrdo,"macarro.txt")
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PROGRAMA A3 - LANCAMENTO DA MOEDA

# SIMULACAO PARA ESTIMAR A PROBABILIDADE GEOMETRICA NO
# LANCAMENTO DA MOEDA ENTRE DUAS RETAS PARALELAS

rm(list=ls(all=TRUE)) # remove todos os objetos
sim=SIM=Sim=TRUE # validacao da resposta sim
nd0=nao=NAO=NAO=Nao=Nio=FALSE # validagdo da resposta
nao

# DADOS DE ENTRADA

# Alterar conforme o interesse

d=10 # distancia entre as retas

r=3 # raio da moeda

intervalo=0 # tempo entre uma simulacao e outra
nmax=200000 # nimero maximo de lancamentos

Apagar = sim # sim ou nao

# sim = apaga a simula¢ao anterior
# ndo = ndo apaga a simulagdo anterior

# VALORES INICIAIS DA SIMULACAO

# Nao alterar

a=d/2; k=0; x=y=xs=xi=ys=yi=h=Pf=NULL,; phi=seq(0,2*pi,0.001)
if(r>=a) stop("o didmetro da moeda ndo pode ser maior que d")

P=(a-r)/a # probabilidade geométrica
# INICIO DA SIMULACAO
for(j in 1:nmax){ # INICIO dos langamentos

h=c(h, runif(1,0,a)); k=k+(h[j]<a-r); Pf=c(Pfk/j); x=c(x,runif(1,r,r+d))
y=c(y,sample(c(r+d/2-h[j],r+d/2+h[j]),1)); if(h[j]<a-r){
xs=c(xs,x[]]); ys=c(ys,y[j]); } else {; xi=c(xix[j]); yi=c(yL.y[j]); }

layout(matrix(c(1,2,4,1,3,4), nrow=3), height=c(1,4.5,4.5)); par(mar=c(0,0,0,0))
plot.new(); text(0.5, 0.5, "Lancamento da Moeda", cex =1.5,)
par(mar=c(3,3,0,1)); plot(1,xlim=c(0,2*r+d), font=2, type="n", xlab="",
ylim=c(0,2*r+d), ylab="", axes = FALSE); rect(0,r,2*r+d,r+d, lty=0,
col="gray97"); rect(0,2*r,2*r+d,d, col="gray87", Ity=0); rect(c(0,0), c(r,r+d),
c(2*r+d,2*r+d),c(r,r+d),Iwd=2); arrows(c(d/2,2*r+d/2), c(0,0),c(2*r+d/2,d/2),
¢(0,0),col="blue",length=0.08,lwd=2); bd =par("usr"); rect(c(d/2,2*r+d/2),
c(bd[1],bd[1]),c(d/2,2*r+d/2), c(d/16,d/16), Ity=3); axis(1, r+7*d/16, "2r =",
font=3, tcl=0, cex.axis=1.5,mgp=c(0, 0.6, 0),pos=0); axis(1, r+5*d/8,2*r,
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font=3, tcl=0, cex.axis=1.5,mgp=c(0, 0.6, 0),pos=0); rect(c(bd[1], bd[1]),
c(r,r+d), ¢(0,0), c(r,r+d), Ity=3); arrows(c(bd[1]/2, bd[1]/2), c(r,d+r), c(bd[1]/2,
bd[1]/2), c(d+r,r), col="blue", length=0.08, lwd=2); axis(2, r+7*d/16, "d =",
font =3, tcl =0, cex.axis = 1.5,mgp = ¢(0, 0.6, 0),pos=bd[1]/2); axis(2,
r+5*d/8.,d, font= 3, tcl=0, cex.axis=1.5, mgp=c(0,0.6,0),pos=bd[1]/2)
px=x[j]+r*cos(phi); py=y[j]+r*sin(phi) ; lines(px,py,col="red")

points(x[j], y[j], pch =20, cex=1,col = "red")
plot(1,type="n",ylim=c(0,d),xlim=c(0,d),axes=FALSE xlab="",ylab="")
rect(0, 0, d, d, col = "gray97",1ty=0); rect(0, r, d, d-r, col = "gray87", lty=0)
axis(2,c(0,a,2*a),c(0,a,2*a),tcl=-0.5,cex.axis=1.5); rect(c(0,0),c(0,d),
c(d,d),c(0,d), lwd=2); if (Apagar==nao) {; points(xs-1, ys-1, pch = 20, cex=1.2,
col ="red"); points(xi-r, yi-r, pch = 20, cex=1.2,col = "blue")

} else {; if(h[j]<a-r){; points(x[j]-r,y[j]-r,pch=20, cex=1.2,col = "red")

} else {; points(x[j]-r,y[j]-r,pch=20, cex=1.2,col = "blue"); };}
par(mar=c(3,3,0,1)); if(j<=5000){

plot(Pf,ylim=c(P-0.2*P,P+0.2*P), xlab="Numero de Langamentos",

type ="1", font.lab=3, ylab="Probabilidade", mgp=c(2,0.6,0), cex.lab=1.2,)
} else {; if(j<=50000){ ; plot(Pf, ylim=c(P-0.05*P,P+0.05*P), type ="1",
xlab="Numero de Lan¢amentos", ylab="Probabilidade", font.lab=3,

mgp = ¢(2, 0.6, 0), cex.lab=1.2); } else { ; plot(Pf, ylab = "Probabilidade",
ylim = ¢(P-0.01*P, P+0.01*P), xlab = "Numero de Lan¢amentos", type = "1",
mgp = c(2, 0.6, 0),cex.lab=1.2,font.1ab=3) ;}; }; abline(h = (a-r)/a, Ity = 2,
col ="red"); legend("topright", legend = expression("P"), Ity = 2, bty ="n",
cex=1.2); legend("bottomright", legend=expression("Pf"), Ity = 1, bty="n",
cex = 1.2); if (intervalo>0){; t=intervalo*1000000; for (q in 1:t){; }; }

} # FIM dos langamentos

# FIM DA SIMULACAO

# RESULTADOS DA SIMULACAO
moeda=data.frame(Pf); write.table(moeda,"moeda.txt")
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PROGRAMA A4 - JOGO DOS DISCOS

# SIMULACAO PARA ESTIMAR A PROBABILIDADE GEOMETRICA NO
# JOGO DOS DISCOS

rm(list=ls(all=TRUE)) # remove todos os objetos
sim=SIM=Sim=TRUE # validacao da resposta sim
nd0=nao=NAO=NAO=Nao=Nio=FALSE # validagdo da resposta
nao

# DADOS DE ENTRADA

# Alterar conforme o interesse

1=10 # lado quadrado

r=2 # raio da disco

intervalo=0 # tempo entre uma simulacao e outra

nmax=200000 # numero maximo de langamentos

Apagar =sim # sim ou ndo
# sim = apaga a simulagdo anterior
# ndo = ndo apaga a simulacdo anterior

# VALORES INICIAIS DA SIMULACAO

# Nao alterar

if(r>=1/2) stop("o didmetro deve ser <1 para ocorrer algum sucesso")
phi=seq(0,2*pi,0.001); d=2*r; x=y=w=xs=xi=ys=yi=Pf=NULL

P=d"2/1"2-2*d/1+1 # probabilidade geométrica
# INICIO DA SIMULACAO
for(j in 1:nmax){ # INICIO dos langamentos

X = c(x, runif(1, r, r+1)); y = c(y, runif(1, r, r+1))

(x> & x[j1<1 & y[j1>d & yli1<D) § ys=c(ys.yli]); xs=c(xs,x[j])
w=c(w,1); } else{; xi=c(xi,x[j]); yi=c(yi,y[j]); w=c(w,0);}; Pf=c(Pf,sum(w)/j)

px=x[j]+r*cos(phi); py=y[j]+r*sin(phi); layout(matrix(c(1,2,4,1,3,4),
nrow = 3), height=c(1,4.5,4.5)); par(mar=c(0,0,0,0)); plot.new()
text(0.5, 0.5, "Jogo dos Discos", cex=1.5, font=2); par(mar=c(3, 3, 0, 1))
plot(1, xlim=c(0, d-+1),ylim=c(0, d+1), type="n", xlab="", ylab="",

axes = FALSE); rect(r,r,l+r,l+r,col = "gray97",lwd=2); rect(d,d,L],

col = "gray87",lty=0); bd=par("usr"); rect(c(l/2,1/2+d), c(bd[3],bd[3]),
c(1/2,1/2+d), c¢(1/4,1/4), Ity=3); axis(1, r+18*1/40, "2r=", font=3, tcl=0,
cex.axis=1.5, mgp=c(0, 0.6, 0),pos=0); axis(1, r+24*1/40,d, font=3, tcl=0,
cex.axis=1.5, mgp=c(0, 0.6, 0), pos=0); arrows(c(l/2,1/2+d),c(0,0),
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c(1/2+d,1/2), ¢(0,0), col="blue", length=0.08, lwd=2); axis(2, r+17*1/40, "l =",
font=3, tcl=0, cex.axis=1.5,mgp=c(0, 0.6, 0), pos=0); axis(2, r+23*1/40,1,
font=3, cex.axis=1.5, mgp=c(0, 0.6, 0), tcl=0, pos=0); rect(c(bd[1], bd[1]),
c(r,r+1), c(r,r), c(r,r+l), Ity=3); arrows(c(0,0),c(r,r-+1),c(0,0),c(r+Lr),
col= "blue",length = 0.08,lwd=2); points(x[j], y[j], pch=20, cex=1,col="red")
lines(px,py,col="red"); plot(1, type="n", ylim=c(0,1), xlim=c(0,1),
axes=FALSE, xlab="", ylab=""); rect(0, 0, 1, 1, col="gray97"); rect(r, r, I-r,l-r,
col="gray87", Ity=0); axis(2,c(0,r,l-r,1),pos=0,cex.axis=1.5,font=3)
axis(1,c(0,r,l-1,1),pos=0, font=3, cex.axis=1.5) ; if (Apagar=—nao) {
points(xs-r,ys-1,pch=20, cex=1.2, col="red") ; points(xi-r, yi-r, pch=1,
cex=1.2, col ="blue"); } else { ; if(x[j]>d & x[j]<| & y[j]>d & y[j]<]){
points(x[j]-r, y[j]-r, pch=20, cex=1.2,col="red")
} else {; points(x[j]-r, y[j]-r, pch = 1, cex=1.2,col="blue");}; }
par(mar=c(3, 3, 0, 1)); if(5<=5000){; plot(Pf, ylim=c(P-0.1*P, P+0.1*P),
xlab="Numero de Langamentos", ylab = "Probabilidade", type ="1",
mgp=c(2,0.5,0), cex.lab=1.1, font.lab=3); } else {; if(j<=20000){; plot(Pf,
ylim = ¢(P-0.04*P, P+0.04*P), xlab = "Numero de Langamentos",
ylab="Probabilidade", type="1", mgp = ¢(2, 0.5, 0), cex.lab=1.1, font.lab=3)
} else {; plot(Pf, ylim = ¢(P-0.008*P, P+0.008*P), ylab="Probabilidade",
xlab="Numero de Lancamentos", type="1", mgp=c(2,0.5,0), cex.lab=1.1,
font.lab=3); }; }; abline(h =P, Ity = 2, col = "red")
legend("topright”, legend = expression("P"), Ity =2, bty = "n", cex=1.1)
legend("bottomright", legend= expression("Pf"), Ity=1,bty = "n",cex = 1.1)
if (intervalo>0){; t=intervalo*1000000; for (q in 1:t){; }; }
} # FIM dos langamentos
# FIM DA SIMULACAO

# RESULTADOS DA SIMULACAO
discos=data.frame(Pf); write.table(discos,"discos.txt")
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PROGRAMA AS - AGULHA DE BUFFON

# FUNCAO PARA ESTIMAR O VALOR DE PI - AGULHA DE BUFFON

rm(list=1s(all=TRUE)) # remove todos os objetos
sim=SIM=TRUE # validag@o da resposta sim
nao=nao=NAO=NAO=FALSE # valida¢ao da resposta ndo

# DADOS DE ENTRADA

# Alterar conforme o interesse

1=24 # comprimento da agulha

d=30 # distancia entre as retas

intervalo=0 # tempo entre uma simulagdo e outra
nmax=200000 # niumero maximo de lancamentos
Apagar = sim # sim ou nao

# sim = apagar a simulago anterior
# ndo = ndo apagar a simulagdo anterior

# VALORES INICIAIS DA SIMULACAO
# Nao alterar
x=y=x0=y0=phi=Pi=xs=xi=ys=w=yi=erro=ctr=NULL; Pi0=erro0=NA

# INICIO DA SIMULACAO

for(j in 1:nmax){ # INICIO dos langcamentos

phi=c(phi, runif(1, 0, pi)); ctr=c(ctr, runif(1, 0, 0.5*d))

x=c(x, runif(1, d/2, 3*d/2)); y=c(y,sample(c(0.5*d+ctr[j], 1.5*d-ctr[j]), 1))
if(ctr[j]<=0.5 * 1 * sin(phi[j])) {;xs=c(xs,phi[j]); ys=c(ys,ctr[j]); w=c(w,1)

} else {; xi=c(xi,phi[j]); yi=c(yi,ctr[j]); w=c(w,0);}; if(sum(w)>0){;
erro=c(erro,Pi[j]-pi); Pi=c(P1i,2*1*j/(d*sum(w)));} else {erro=c(erro,erro0);
Pi=c(P1,Pi0);}

layout(matrix(c(1,2,4,1,3,4),nrow = 3),height=c(1,5,4)); par(mar=c(0,0,0,0))
plot.new(); text(0.5, 0.5, "Simulagdo da Agulha de Buffon", cex=1.5, font=2)
par(mar=c(3, 3, 0, 1)); plot(1, xlim=c(0,2*d),ylim = ¢(0,2*d), type = "n",
xlab ="", ylab ="", axes = FALSE); rect(0,0.5*d,2*d,1.5*d,col = "gray95",
Ity=0); rect(c(0,0),c(0.5*d,1.5*d),c(2*d,2*d),c(0.5*d,1.5*d),lwd=2)
arrows(c(d-1/2,d+1/2),¢(0,0),c(d+1/2,d-1/2),c(0,0),col="blue", length=0.08,
Ilwd=2); bd=par("usr"); arrows(c(bd[1]/2,bd[1]/2),c(0.5%d,1.5*d),
c(bd[1]/2,bd[1]/2),¢(1.5%d,0.5*d),col="blue", length=0.08,Ilwd=2)
rect(c(d-1/2,d+1/2),c(bd[1],bd[1]),c(d-1/2,d+1/2),c(d/12,d/12),Ity=3)
rect(c(bd[1],bd[1]),c(0.5*d,1.5%d),c(0,0),c(0.5*d,1.5*d),Ity=3)
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axis(1,0.90*d,"l =",font=3,tcl=0,cex.axis=1.3,mgp=c(0, 0.6, 0),pos=0)

axis(1, 1.1*d, 1, font=3, tcl=0, cex.axis=1.3, mgp=c(0, 0.6, 0),pos=0)

axis(2, 1.1*d,d , font = 3, tcl=0, cex.axis=1.3, mgp=c(0,0.6,0),pos=bd[1]/2)
axis(2,0.9*d, "d =",font=3, tcl=0, cex.axis=1.3, mgp=c(0, 0.6, 0),pos=bd[1]/2)
xx=seq(0, pi, length=500); segments(x[j]-1/2*cos(phi[j]), y[j]-/2*sin(phi[j]),
x[j+1/2*cos(phi[j]), y[j]+ 1/2*sin(phi[j]), col= "red")

yy=0.5 * 1 * sin(xx); plot(xx, yy, type="h", ylim=c¢(0,0.5*d), axes=FALSE,
xlab="", ylab="", col="gray87"); rect(0,0,pi,d/2); axis(1, c(0,pi), pos=0,
c(0,expression(pi)), cex.axis=1.3, font=3); axis(2, c(0,d/4,d/2), c(0,d/4,d/2),
pos=0, cex.axis=1.3,font=3); lines(xx, yy, type ="1"); if (Apagar==nio) {
points(xs,ys,pch=20,cex=1.2,col="red"); points(xi,yi,pch=1,cex=1.2,col="blue")
} else {; if(ctr[j]<=0.5 * 1 * sin(phi[j])) {; points(phi[j], ctr[j], pch = 20,
cex=1.2, col ="red"); } else {; points(phi[j], ctr[j], pch=1,cex=1.2,col="blue")
}5); text(2.5, max(yy), expression(y==frac(l, 2)*sin(theta)), cex = 1.2)
par(mar=c(3, 3, 0, 1)); if(j<5000){; plot(Pi, ylim = ¢(2.8, 3.48),

xlab = "Numero de Lancamentos",ylab ="", mgp = ¢(2, 0.6, 0),cex.lab=1.2,
font.lab=3, type="1"); } else {; if(j<20000){; plot(P1i, ylim = c¢(3.05, 3.23),
xlab = "Numero de Langamentos",ylab="", mgp = c(2, 0.6, 0),cex.lab=1.2,
font.lab=3, type="1"); } else {; plot(P1, ylim =¢(3.12, 3.16),

xlab = "Numero de Langamentos",ylab ="", mgp = ¢(2, 0.6, 0),cex.lab=1.2,
font.lab=3, type="1"); }; }; abline(h=pi,lty=2, col="red"); legend("topright",
legend=expression(pi), Ity =2, col ="red", bty ="n", cex =1.2)
legend("bottomright", legend = expression(hat(pi)), Ity =1, col = "black",
bty="n", cex=1.2); if (intervalo>0){; t=intervalo*1000000; for (q in 1:t){; }; }
} # FIM dos langamentos

# FIM DA SIMULACAO

# RESULTADOS DA SIMULACAO
buffon=data.frame(Pi,erro); write.table(buffon,"buffon.txt")
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PROGRAMA A6 - LANCAMENTO DE DARDOS

# SIMULACAO PARA ESTIMAR A PROBABILIDADE GEOMETRICA NO
# LANCAMENTO DE DARDOS

rm(list=ls(all=TRUE)) # remove todos os objetos
sim=SIM=Sim=TRUE # validacdo da resposta sim
nd0=nao=NAO=NAO=Nao=Nio=FALSE # validacdo da resposta ndo
# DADOS DE ENTRADA

# Alterar conforme o interesse

rl =10 # distancia entre as retas

2=5 # raio da moeda

intervalo=0 # tempo entre uma simulagdo e outra
nmax=200000 # niimero maximo de langamentos
Apagar=sim # sim ou ndo

# sim = apaga a simula¢do anterior
# ndo = ndo apaga a simulacdo anterior

# VALORES INICIAIS DA SIMULACAO

# Nao alterar

yp=w=xp=xs=ys=xi=yi=Pf=NULL; phi=seq(0,2*pi,0.005);
x1=rl+r1*cos(phi);y1=r1+r1*sin(phi); x2=r1+r2*cos(phi); y2=r1+r2*sin(phi)

P=r2"2/r1"2 # probabilidade geométrica
# INICIO DA SIMULACAO
for(j in 1:nmax){ # INICIO dos arremessos

m=0; while (m<1){; x=runif(1,0,2*rl); y=runif(1,0,2*rl)
ymax 1=r1+sqrt(r1"2-(x-r1)"2); yminl=r1-sqrt(r1*2-(x-r1)"2)
if(y<ymax1 & y>yminl){; m=1 ; xp=c(xp,X); yp=c(yp.y); }:}

if(xp[j]rrl1-r2 & xp[j]<r1+r2) {; ymax2=r1+sqrt(r2"2-(xp[j]-r1)"2)
ymin2=r1-sqrt(r2"2-(xp[j]-r1)"2); if(yp[j|<ymax2 & yp[j]>ymin2) {;
xs=c(xs,xp[j])

ys=c(ys,yp[j]); w=c(w,1); } else {; xi=c(xi,xp[j]); yi=c(yL,yp[j]); w=c(w,0);}
} else {; xi=e(xi,xp[j]); yi=c(yi,yp[j]); w=c(w,0); }

Pf=c(Pf,sum(w)/j)

layout(matrix(c(1,2,4,1,3,4),nrow=3),height=c(1,4.5,4.5)); par(mar=c(0,0,0,0))

plot.new(); text(0.5,0.5,"Langamento de dardos", cex=1.5, font=2)
par(mar=c(3, 3, 0, 1)); plot(1, xlim=c(0, 2 * r1), ylim=c(0, 2 * r1), type="n",
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xlab="", ylab="", axes=FALSE); lines(x1, y1, type="1") ; lines(x2, y2,
type="1"); bd=par("usr"); arrows(c(0,2*r1), c(bd[1]/2,bd[1]/2), c(2*r1,0),
c(bd[1]/2,bd[1]/2),length=0.08,lwd=2,col="blue"); rect(0,bd[1],0,-bd[1],
Ity=3); rect(2*rl, bd[1], 2*rl, -bd[1], Ity=3); axis(1, 7*r1/8,"r1=", font=3,
tel=0, cex.axis=1.5, mgp=c(0, 0.6, 0), pos=bd[1]/2); axis(1, 9*r1/8,r1,
font=3, tcl=0, cex.axis=1.5, mgp=c(0, 0.6, 0), pos=bd[1]/2)
arrows(c(bd[1]/2,bd[1]/2),c(r1-12,r1+12),c(bd[1]/2,bd[1]/2),c(r1+12,
r1-r2),length=0.08, Iwd=2,col="blue"); rect(bd[1], r1-r2, -bd[1], r1-r2, Ilty=3)
rect(bd[1],r1+1r2,-bd[1],r1+r2,lty=3); axis(2, 7*r1/8,"r2 =", font=3, tcl=0,
cex.axis=1.5, mgp=c(0, 0.6, 0), pos=bd[1]/2); axis(2, 9*r1/8,r2, font=3,
tcl=0, cex.axis=1.5, mgp=c(0, 0.6, 0), pos=bd[1]/2); arrows(xp[j]-r1/4,
ypljl-r1/4, xp[jl,ypljl, length=0.1,lwd=2, col="red"); plot(1, xlim=c(0, 2*rl),
ylim=c(0, 2 * r1), type = "n", xlab="",ylab="", axes=FALSE); lines(x1,

yl, type="1"); lines(x2, y2, type="1") ; axis(1,c(0,r1/2,r1,3*r1/2,2*rl),
font=3,cex.axis=1.5); axis(2,c(0,r1/2,r1,3*r1/2,2*rl), font=3, cex.axis=1.5)
if (Apagar==nao) {; points(xs, ys, pch =20, cex=1.2,col = "red")

points(xi, yi, pch=1,cex=1.2,col = "blue"); } else {; if(w[j]==1){
points(xp[j], yp[jl, pch = 20, cex=1.2, col = "red"); } else {

points(xp[j], yp[j], pch = 1, cex=1.2,col = "blue"); };}

par(mar=c(3, 3, 0, 1)); if(j<=5000){; plot(Pf, ylim=c(P-0.2*P, P+0.2*P),
xlab = "Numero de Arremessos", ylab = "Probabilidade", type = "1",

mgp = c(2, 0.6, 0),cex.lab=1.2,,font.1ab=3); } else {; if(j<=50000){

plot(Pf, ylim = c(P-0.05*P, P+0.05*P), xlab = "Ntmero de Arremessos",
ylab="Probabilidade", type="1", mgp=c(2, 0.6, 0),cex.lab=1.2,font.lab=3)

} else {;plot(Pf,ylim=c(P-0.01*P,P+0.01*P),xlab="Numero de Arremessos",
ylab="Probabilidade", type="1", mgp=c(2, 0.6, 0),cex.lab=1.2,font.lab=3)
}; }; abline(h = P, Ity = 2, col = "red"); legend("topright",
legend=expression("P"), lty=2, bty="n",cex = 1.2); legend("bottomright",
legend = expression("Pf"), Ity = 1,bty = "n",cex = 1.2)

if (intervalo>0){; t=intervalo*1000000; for (q in 1:t){; }; }

} # FIM dos langcamentos

# FIM DA SIMULACAO

# RESULTADOS DA SIMULACAO
dardos=data.frame(Pf); write.table(dardos,"dardos.txt")

166



ANEXO B Pagina
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TABELA 1B Dados obtidos por meio do Quincux, com 22 fileiras de pregos.

R D 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
1 (0 0 0 4 5 13 5 152229 30 252426 18 17 10 9 5 5 1 1 1
2 [0 2 2 2 5 10 15 14 18 19 24 22 35 27 8 17 22 10 5 5 1 2 O
3 /0 2 3 2 8 9 6 21 2629 34 18 29 23 11 10 12 9 4 4 3 1 1
4 |0 0 1 3 3 8 4 14 17 25 28 29 31 28 24 14 18 9 3 5 0 0 1
5 (0 1 I 4 5 1 8 19 15 23 23 32 31 29 24 12 16 3 3 10 3 2 0
6 [0 0 0 3 3 9 13 15 16 23 28 28 34 31 13 16 16 8 1 2 3 2 1
7 1 2 2 4 2 7 3 1517 19 27 35352216 16 1511 6 7 1 2 0
8§ [0 0 I 3 3 8 6 19 16 24 25 26 29 21 19 20 18 12 7 5 O 1 2
9 [2 2 1 3 6 6 2 13 16 16 23 34 35 34 27 14 13 6 6 3 2 1 0
10 {0 0 1 5 5 8 6 19 19 24 22 35 29 27 29 5 16 8 3 2 0 1 1
1 {0 1 2 3 1 9 6 15 25 18 20 31 29 25 19 14 20 11 6 6 2 2 O
12 |0 1 1 4 4 6 5 16 12 25 29 29 29 18 30 15 20 11 5 3 2 0 O
13 {0 2 3 3 2 10 15 5 26 22 24 29 25 23 25 14 13 10 5 8 1 0 O
14 {0 1 0 6 7 9 14 11 18 20 21 34 29 24 19 16 17 9 3 3 3 0 1
15 {0 0 1 1 3 12 9 13 21 26 25 30 33 27 12 17 10 10 5 5 3 1 1
16 |1 0 2 2 9 12 6 14 19 20 25 30 34 34 15 8 14 10 4 4 1 0 1
17 |1 0 1 3 4 7 7 14 21 26 30 28 30 19 21 22 16 3 8 3 0 1 O
18 |0 0 1 S5 6 10 6 21 20 24 19 28 34 28 20 14 14 6 5 3 1 0 0
19 {0 0 2 7 3 11 9 19 20 24 20 24 34 24 20 18 14 8 5 3 0 0 O
20 (0 0 O 10 5 8 12 14 17 20 21 27 34 34 16 16 14 5 5 4 3 0 O
21 (O O 1 2 3 14 8 1319 21 27 33332516 7 19 5 5 6 5 2 1
22 |12 0 1 0 5 10 8 14 20 17 28 35 35 24 16 17 13 8 7 1 1 3 0
23 (0 1 1 3 4 5 1517 23 19 18 25 28 27 19 13 19 13 7 7 1 0 O
24 (0 0 0 4 4 9 13 8 2027 35283519 8 1516 8 12 2 1 1 O
25 (0 0 2 2 5 10 13 14 17 15 23 24 34 23 21 18 16 14 3 7 2 1 1
26 (1 1 2 2 4 5 1121 9 17 29 31 322227 1814 7 5 3 2 1 1
27 ({0 0 1 1 2 10 14 11 21 29 29 31 25 27 21 13 15 5 3 3 4 0 O
2810 1 2 5 3 11 9 6 20 23 26 34 33 28 18 14 11 11 5 3 1 1 O
29 (0 0 1 6 2 15 4 20 12 19 34 32 34 30 15 10 13 8 5 4 0 1 O
30 (0 1 1 2 3 11 13 2221 20 253531252012 9 9 2 2 1 0 0
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