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Resumo

De forma geral, Percolagao consiste no estudo de conectividade em grafos aleatorios.
Um evento de interesse, por exemplo, ¢ a existéncia de aglomerados infinitos e o objetivo
pode ser o célculo de sua probabilidade. Atualmente, temos uma vasta literatura sobre o
assunto. Este trabalho trata do ambiente em Z? utilizando a rede reticulada quadrada,
além de apresentar resultados e defini¢oes importantes da literatura tal como modelo
de percolacao em elos, sitios e lajes, o teorema da existéncia e unicidade do aglomerado
infinito e a proposicao que relaciona modelos de percolagao em elos e sitios.

Na éarea de percolagao, existem alguns problemas em aberto, como a existéncia do
aglomerado infinito em Z?, para 3 < d < 18, considerando a probabilidade do elo (ou
sitio) estar aberto igual ao que chamamos de ponto critico, denotado por p.. Este ponto
critico é o parametro de transicao de fase, o qual separa o espago de parametros entre
existéncia ou nao de aglomerados infinitos.

O objetivo da dissertacao é apresentar, de forma acessivel e autocontida, o resultado
do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius em [9] de 2015, que trata da auséncia
de percolacao no ponto critico considerando o modelo definido na laje com dois niveis,
isto ¢, Z* x {0,1}. Apresentamos, também, um outro resultado da literatura, o artigo
de Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion em [I0] de 2016, que discute a auséncia de
percolagao no ponto critico considerando o modelo definido na laje com N niveis, sendo

N um namero natural, ou seja, Z? x {0,1,..., N — 1}.

Palavras-Chaves: percolagao em sitios, percolagao em elos, percolagao em lajes, per-

colagao critica, transicao de fase.
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Abstract

In general, Percolation consists of the study of connectivity in random graphs. An
event of interest, for example, is the existence of infinite clusters and the goal may be
to calculate its probability. We currently have a vast literature on the subject. This
work deals with the environment in Z¢ using the square grid, in addition to presenting
important results and definitions of the literature such as percolation model in bonds,
sites and slabs, the existence and uniqueness theorem of the infinite cluster and the
proposition that relates percolation models in bonds and sites.

In the percolation area, there are some open problems, such as the existence of the
infinite cluster in Z%, for 3 < d < 18, considering the probability that the bond (or site)
is open equal to what we call the critical point, denoted by p.. This critical point is the
phase transition parameter, which separates the parameter space between the existence
of infinite clusters or not.

The aim of the dissertation is to present, in an accessible and self-contained way, the
result of the Damron, Newman and Sidoravicius article in [9] of 2015, which deals with
the absence percolation at the critical point considering the model defined in the slab
with two levels, that is, Z* x {0,1}. We also present another result of the literature,
the Duminil-Copin, Sidoravicius and Tassion article in [10] of 2016, which discusses the
absence percolation at the critical point considering the model defined in the slab with

N levels, where N is a natural number, that is, Z* x {0,1,..., N — 1}.

Keywords: site percolation, bond percolation, slab percolation, critical percolation,

phase transition.
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Capitulo 1
Introducao

O modelo de Percolacao foi definido inicialmente na década de 50, por Broadbent em
1954 no artigo [5] e Broadbent e Hammersley em 1957 no artigo [6]. O exemplo classico
¢ o movimento de um fluido em um meio poroso, cujo exemplo mais basico é o café. A
agua quente é o fluido e o meio poroso é o p6é do café, onde percolar significa que o fluido
conseguiu percorrer o meio poroso e o modelo de percolacao sao os caminhos encontrados
por ele neste meio.

Como ilustragao dos problemas basicos de percolagao, utilizaremos a rede reticulada
quadrada em Z¢, com d > 0, onde pode-se modelar o problema considerando a Percolacao
em Elos (ou arestas) e em Sitios (ou vértices).

Na Percolagao em Elos, todos os sitios sao considerados abertos e cada elo tem pro-
babilidade p de estar aberto e probabilidade 1 — p de estar fechado. Analogamente, na
Percolagao em Sitios, todos os elos sao considerados abertos e um sitio tem probabilidade
p de estar aberto e probabilidade 1—p de estar fechado. Nos dois tipos de Percolagao cita-
dos anteriormente, considera-se os estados dos Elos na primeira (e dos Sitios na segunda)
independentes. Nestes casos o modelo de percolagao consiste na colecao de caminhos
conectando elos/sitios abertos e vizinhos no reticulado.

Generalizacoes destes modelos podem ser propostas, como o modelo em que tanto os
elos quanto os sitios podem estar abertos ou fechados com certa probabilidade p. Outra
proposta é a probabilidade do elo estar aberto depender do estado do elo e a probabi-
lidade do sitio estar aberto depender do estado do sitio. Percolagao nesses modelos é o
estudo de conectividade entre sitios por caminhos abertos. E possivel mostrar matema-
ticamente que a Percolagao em Sitios é mais geral que a Percolagao em Elos através de

uma transformagao que relaciona os sitios de um modelo com os elos de outro.



Intuitivamente, podemos considerar os seguintes exemplos: para o modelo de Perco-
lagao em FElos, considere que temos uma rede de canos, esses representando os elos, onde
cada cano tem probabilidade p de estar aberto e probabilidade 1 — p de estar fechado.
Se injetarmos agua em um determinado cano, estamos interessados em saber qual é a
probabilidade da dgua chegar em um outro cano da nossa rede. E mais ainda, estamos
interessados em calcular a probabilidade de haver uma ligacao de canos abertos infinita
por onde esta dgua ird passar; para o modelo de Percolagao em Sitios, considere uma
floresta onde cada arvore seré o sitio do modelo e tem probabilidade p de estar suscetivel
a contrair uma doenca e tem probabilidade 1 — p de nao estar suscetivel a contrair a
mesma. Considerando que uma arvore esté infectada, ela transmite a doenca as arvores
vizinhas a ela que sao suscetiveis de contrair a mesma. F estas suscetiveis que foram
infectadas passam a doenca a seus vizinhos propensos. Estamos interessados em calcu-
lar a probabilidade de termos uma regiao de infinitas arvores infectadas. E mais ainda,
estamos interessados em calcular a probabilidade de haver infinitas arvores infectadas.

Nos exemplos acima, a “ligacao” no primeiro e a “regiao” no segundo sao nogoes intui-
tivas do que é conhecido como aglomerado. Segundo Kesten [20], a principal questao na
Teoria de Percolacao é relativa a distribuicao da variavel aleatoria tamanho do aglome-
rado contendo um determinado sitio, a qual pode ser entendida como o nimero de elos
(sitios) no aglomerado na Percolagao em Elos (Sitios), em particular na sua dependéncia
com os estados (aberto ou fechado) dos elos e sitios. Em especial, deseja-se calcular
as probabilidades de existir um aglomerado infinito no modelo considerado. Quando o
tamanho do aglomerado ¢ infinito, dizemos que o sistema percola com probabilidade p.
Considerando p = 0, a probabilidade de percolagao é igual a zero, isto é, nao havera
nenhum elo (ou sitio) aberto e, portanto, nao havera aglomerado infinito; se p = 1, a
probabilidade de percolagao é igual a um, ou seja, todos os elos (ou sitios) estarao aber-
tos e assim toda a rede reticulada estaré aberta e teremos com certeza um aglomerado
infinito. Conforme a probabilidade p cresce, espera-se que a probabilidade de haver um
aglomerado infinito aumente ou permanega a mesma. Isto de fato ocorre e existe um
valor limite, que denotaremos por p., onde a probabilidade de percolar deixa de ser zero
para p > p. e passa a ser um valor positivo. Ao valor p. damos o nome de ponto critico
ou probabilidade critica.

Para d = 2 ou d > 19 a probabilidade de percolacao no ponto critico em Z? para
qualquer tipo de rede (quadrada, triangular, hexagonal, etc) é igual a zero, este é um

resultado conhecido na literatura e pode ser encontrado em [16], [17] e [2I]. Investigacoes



no sentido de demonstrar, para o caso em que 3 < d < 18, qual é o comportamento
da probabilidade de percolacao no ponto critico em Z? para qualquer tipo de rede é
uma das linhas de investigagao importantes atualmente na area de Percolacao. Nesse
sentido, no artigo de Damron, Newman e Sidoravicius em [9] os autores investigaram o
que ocorre quando consideramos a Percolacao de Sitios em Lajes para d = 3 com dois
niveis, isto ¢, Z?x {0, 1}. Os autores mostraram que nao ocorre percolacao no ponto critico
considerando o cenario descrito, o que pode ser visto como uma primeira evidéncia e um
passo inicial para uma generalizacdo deste resultado em Z? para a percolacao de sitios.
Neste mesmo sentido, no artigo de Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] os
autores fazem uma demonstragao mais geral da apresentada no artigo [9] na tentativa de
generalizar o resultado de nao percolacao no ponto critico em Z3, para isso eles consideram
a Percolacao de Elos em Lajes para d = 3 com N niveis, isto é, Z* x {0,1,..., N — 1},
com N > 1, mostrando que nao ha percolagao no ponto critico no cenéario anterior para
a percolacao em elos.

O objetivo da dissertacao é apresentar toda a problematica descrita acima com ri-
gor matematico e os resultados dos artigos citados apresentando no final a prova para
o resultado do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius em [9] de forma acessivel e
autocontida.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2] definimos o modelo
de Percolacdo em Elos e Sitios em Z? e o modelo de Percolacao na Laje. Dedicamos a
esse capitulo a defini¢ao de grafo e alguns termos relacionados para assim na Segéao [2.4]
provarmos que a Percolagao em Sitios é mais geral que a Percolacao em Elos. No Capi-
tulo |3 apresentamos os resultados da literatura sobre percolacao que serao utilizados nos
capitulos seguintes. No Capitulo [4] provamos a auséncia de percolagdo no ponto critico
no modelo de Percolacao em Elos em Z? e calculamos explicitamente que o valor do ponto
critico neste caso ¢é % No Capitulo , tratamos exclusivamente do modelo de Percolagao
na Laje e demonstramos os resultados do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius
em [9] o qual trata da auséncia de percola¢ao no ponto critico considerando duas lajes
com o modelo de Percolagao em Sitios. Além disso enunciamos o resultado da auséncia
de percolacao no ponto critico considerando N lajes o qual é apresentado no artigo de
Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] considerando o modelo de Percolagao em
Elos.



Capitulo 2

Definicoes dos Modelos

Considere um grafo G, o qual é formado por um conjunto de sitios denotado por V' e
um conjunto de elos denotado por £ < V x V', com a hipotese de que G é conexo, isto é,
todos os pares de sitios estao ligados por um caminho de elos.

Neste Capitulo, apresentamos alguns conceitos, notagoes e resultados referentes ao
modelo de Percolagio em Elos e Sitios quando V = Z¢. QuandoV = Z?x{0,1,..., N—1},
chamamos de modelo de Percolagao em Lajes. Nos trés tipos de modelos citados FE,
coincide com o conjunto de elos conectando vizinhos proximos. Na Se¢ao [2.4] explicamos
nogoes da Teoria de Grafos utilizando alguns exemplos e a proposi¢ao que transforma

um problema da Percolagao em Elos em um problema da Percolacao em Sitios.

2.1 Percolacao em Elos em Z¢

No grafo G, para V = Z% e E = E? = {(z,y) : z,y € Z%e |z — y|li= 1}, onde
d

’|$_y||1: Z |x2_yz|7 sendo r = (be% s 7Id) ey = (ylu Y2, - 7yd)' Seja X = {Xeu €ee
i=1
E?} uma familia de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com

distribui¢ao comum de Bernoulli com parametro p € [0, 1], isto &,

Pp(Xe=1)=pe Pp(X.=0)=1—p,

sendo que {X, = 1} ¢ o evento em que o elo e esta aberto e {X, = 0} é o evento em que

o elo e esta fechado. Pr é a medida de probabilidade associada a X.



De maneira mais formal, o espago amostral é Qg = {0, 1}]Ed, cujos elementos sao da
forma w = {w(e) : e € E4} é também chamado de espaco de configuragoes, sendo que
w(e) = 1 indica que o elo e esta aberto e w(e) = 0 corresponde ao elo e esta fechado;
a o-adlgebra Fr em Qg é a gerada pelos conjuntos cilindricos de Qg, isto é, ' < Qp &

cilindrico se existem n > 1, e1, es,...,e, € B € by, by, ..., b, € {0,1} tal que

I'={weQp:w(er) =b,wes) =by,...,w(e,) = by}

Seja w € Qp. O caminho v em G serd a sequéncia v = (vg,e7 = €,...,€,,0,) em
G sendo vy, vy,...,v, 0s vértices em G e eq,e9,...,6, 08 elos em G tal que o elo e;,4
tem os vértices v; e v;,1 em suas extremidades, para i = 1,2,...,v. Chamamos vy e v,,,

respectivamente, o vértice inicial e final do caminho v e dizemos que v é um caminho
de vy até v,. O caminho 7 sera considerado aberto quando todos os elos e sitios dele
estao abertos. O aglomerado aberto C, = C(e,w) no elo e é a unido de todos os elos
e sitios que pertencem a algum caminho aberto v = (vg,e; = e,...,€e,,v,) em G, com
e1 = e, e,...,e, sao os elos do grafo G e vy, ..., v, sdo vértices de G, onde todos os e;
sao abertos, tais que e;;1 é um elo cujas extremidades sao os vértices v; e v;11, com vy
(v,) s@o os vértices inicial (final) do caminho «y. Dizemos que um aglomerado ¢é infinito se
ele tem um caminho com infinitos elos abertos. Vamos denotar |C.| a variavel aleatoria
tamanho do aglomerado que contém o elo e, a qual conta o ntimero de elos abertos do

aglomerado C..

2.2 Percolacao em Sitios em Z?

No grafo G, para V = Z% e E = E? = {(z,y) : z,y € Z%e |z — y|li= 1}, onde
d

e = ylli= ) [z = wl, sendo & = (w1, 22, @a) €y = (41,92, ya). Seja Y = {Y,, ve
i=1
Z%} uma familia de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com

distribui¢ao comum de Bernoulli com parametro p € [0, 1], isto &,
Py(Y,=1)=pe Py(Y,=0)=1-p,

sendo que {Y, = 1} é o evento em que o sitio v esta aberto e {Y, = 0} é o evento em que
o sitio v estd fechado. Py é a medida de probabilidade associada a Y, ou seja, Py é a

medida produto em €2y cujas marginais tém distribuicao Bernoulli de parametro p.



De maneira mais formal, o espago amostral é Qy = {0, I}Zd, cujos elementos sao da
forma w = {w(v) : v € Z%}, é também chamado de espaco de configuracdes, sendo que
w(v) = 1 indica que o sitio v esta aberto e w(v) = 0 corresponde ao sitio v esta fechado;
a o-algebra Fi em )y é a gerada pelos conjuntos cilindricos de €y, isto é, I' < Qy €

cilindrico se existem n > 1, vy, vs,...,v, € Z e by, by, ..., b, € {0,1} tal que
['={w:w(v) = b, w(vs) = ba,...,w(v,) = by}

Seja w € Qy. Um aglomerado aberto é uma colecao maximal de sitios abertos conec-
tados por caminhos entre vizinhos. Denotamos o aglomerado no sitio x do grafo G por
C, = C(x,w). Se o sitio x é fechado, entdao C, = J. Se o sitio x é aberto e todos os seus
vizinhos sao fechados, entdo C, = {x}. Dizemos que um aglomerado ¢ infinito se ele tem
infinitos sitios abertos. Vamos denotar |C,| a variavel aleatoria tamanho do aglomerado
que contém o sitio x, a qual conta o nimero de sitios abertos de C,. Denotaremos por Cj
e |Cp| respectivamente o aglomerado que contém a origem e o tamanho do aglomerado
da origem.

Denotaremos {r < y} o evento x esté conectado a y por um caminho aberto. Para
todo w € Qy, {x < y} é uma relacdo de equivaléncia, isto ¢, para quaisquer sitios
1,y,2z € Z% valem as seguintes propriedades i) reflexividade: {x < x}; i) simetria:
{x o y} = {y < z},; iii) transitividade: {x < y} e {y o 2z} = {x & z}.

E facil notar que

CI(UJ) = Cy (U)),

se e somente se x <> y na configuracao w € Qy.

Na Teoria de Percolagao, queremos saber em quais condigoes existe uma probabilidade
positiva de existir um aglomerado infinito. Quando isso acontece, dizemos que o modelo
percola. A principal questao em Percolagao consiste em encontrar a distribuigao de |C,|,
em particular determinar sua dependéncia com respeito a p.

Para tal finalidade, vamos definir as fungoes 0z(-) e 6y (-), as quais podem ser enten-
didas como a probabilidade de percolacao considerando a Percolacao em Elos e em Sitios,

respectivamente.



Defini¢ao 1. [Fungao Percolagao/
e Percolacao em FElos

HE[Oa]-] - [07 1]
p > Pg(|Co| = +0),

ou ainda, podemos escrever

Op(p) =1— Y. Py(|Col = n).

n=1

e Percolagao em Sitios

QV:[Ovl] - [07 1]
p > Py(|Co| = +0),

ou ainda, podemos escrever

Ov(p) =1- Z Py (|Co| = n).

n=1

2.3 Percolacao em Lajes

O Artigo de Damron, Newman e Sidoravicius [9], no qual esta dissertacao se baseia,
trata de percolagao em sitios em trés dimensoes, em um grafo Z* x {0,1}, o qual é

conhecido na literatura por Percola¢ao em Lajes (ou Niveis).

Definigao 2. /Grafo em Laje/

Para d = 2, denotamos um Grafo em Laje por Gy = (Vy, Ey), onde Vy = Z? x
{0,1,..., N — 1}972 ¢ 0 conjunto de sitios (ou vértices) e En € o conjunto de todos os
pares de vértices em Vi (os elos ou arestas) com a distdncia Euclidiana igual a um.

Dois sitios sao ditos vizinhos se tem distincia Fuclidiana iqual a um.

A Definicao [2| apresenta a forma mais geral para a Percolagao em Laje, porém o nosso
objetivo seré utilizar esta definicao para o caso em que d = 3 e N = 2 tendo assim duas
lajes (ou niveis) no grafo. O grafo caracterizado com duas lajes ¢ discutido no artigo de

Damron, Newman e Sidoravicius [9] onde apresenta a auséncia de percolac¢ao considerando



o modelo nos sitios. Apresentamos este resultado no Capitulo [5] No artigo de Duminil-
Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] ¢ feita a extensdo do resultado da auséncia de
percolacao na laje com N niveis considerando o modelo nos elos. Na Secao 77?7 utilizamos
a Definigao [2| geral, considerando a laje com N niveis, d = 3 e apresentamos o resultado
desta extensao.

No Artigo de Damron, Newman e Sidoravicius [9], é definida a chamada Propriedade
Sanduiche para o grafo em laje G, a qual considera que se dois caminhos em Gy tem
a caracteristica de que suas projecoes em Z? tem intersecao nao vazia, entao eles devem
se encontrar em Gpy. Neste artigo esta propriedade é valida para d = 3 e N = 2. No
mesmo afirma-se que a propriedade sanduiche ainda é valida para o caso em que d = 3
e N = 3 porém considera a periodicidade no grafo, isto é, um sitio que esteja na laje 2

pode se conectar diretamente a um sitio da laje 0 sem passar pela laje 1.

2.4 Relacao entre as Percolacoes em Sitios e Elos

Conforme ja foi mencionado, a Percolagao em Sitios é mais geral que a Percolacao
em Elos, isto significa que todo problema de Percolacao em Elos pode ser transformado
em um problema de Percolagao em Sitios. A reciproca nao é verdadeira. Nesta Segao
iremos apresentar a Proposicao [1| que relaciona estes dois tipos de percolacao e usaremos
a notacao apresentada nas Segoes [2.1] e

Antes da Definigao [3| considere a seguinte distingao de caminhos. O caminho aberto
v = (vg,e1 =e,...,e,,v,) em G é dito autoevitdvel se todos os seus vértices sao distintos.
Quando um caminho nao tiver vértices distintos, chamé-lo-emos de caminho nao auto-
evitavel. Todo caminho que é nao autoevitavel pode ser transformado em um caminho

autoevitavel e isto é feito removendo os loops do caminho.

Definigao 3. [Grafo de Cobertura/
Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que G = (‘7, E) ¢ um grafo de cobertura para G

(i) se existe uma relagdo 1-1 com o conjunto de elos do grafo G e o conjunto de vértices
do grafo é’;

(ii) se V1 # Vo sdo dois vértices de G correspondendo aos elos ey e es de G, respectiva-
mente, entao existe somente um elo de G entre U; e Uy, se e somente se, €1 € €y

tem somente uma extremidade em comum, onde e1,es € F.



Assim temos que eziste p 1 E —> V € uma bijecio tal que (o(er), o(es)) € E se e
somente se e; e es possuem um vértice em comum.

Com respeito a Defini¢ao [3] considere os Exemplos [T}, 2] e [3] a seguir.

Exemplo 1. Considere um caminho no grafo G = (V, E) como na Figura e sua
respectiva imagem no grafo de cobertura G = (\7, E’) como na Figura .

€4

€1 €3 €5 U3 Us

€2 €6 V2 Ve

Figura 2.1: Caminho 7 no grafo  Figura 2.2: Caminho % no grafo

g g

Note que para cada aresta e; do caminho vy no grafo G (Figura , temos o seu
respectivo vértice correspondente v; no caminho ¥ no grafo (j, para v = 1,2,3,4,5,6
(Figura , conforme apresentado na Definicao @ Os vértices ;1 € V; estao conectados
pois os seus elos correspondentes e;_1 e e; tem somente uma extremidade em comum,
como mostram as Figuras e[2.9 Note que neste exemplo temos um caminho aberto
autoevitdvel em G que gera um caminho aberto autoevidvel em G. Isto sempre ocorre pois
um caminho v em G que nao repete vértices também nao repete elos e assim os vértices
do caminho ¥ no grafo de cobertura G relacionados aos elos de v também serao distintos,

logo a imagem v do caminho v no grafo de cobertura G ¢ autoevitdvel.

Para o Exemplo 2| considere v = (v, €1, . .., ey, vy) um caminho aberto ndo autoevi-
tavel em G tal que para cada elo e; suas extremidades sejam os vértices v;_; e v; para
1=1,2,...,V e seja v; o vértice de G correspondente a e;. Entao existe um elo ¢; em G
entre v;_1 e U;, pois €;_1 e ¢; tem uma de suas extremidades em comum no vértice v;_.
Além disso, existe pelo menos um elo €; ; em G entre 0¥ e U¥, com vf = U; e U7 = Uj,
pois e; e e; tem uma de suas extremidades em comum. Como a fun¢ao ¢ da Defini¢ao |§|
é injetiva, ¥ = (v1, €,...,€y,0y) é um caminho nao autoevitavel em G. Se os vértices
v;’'s de G sdo escolhidos como pontos em e; de G, entao 4 comega como um ponto em e,
e termina como um ponto em ey. Veja o Exemplo [2 abaixo para uma exemplifica¢do do

que foi descrito anteriormente.



Exemplo 2. Considere o caminho v = (vg,e1,...,es,v8) no grafo G (Figura ea
respectiva imagem no caminho 5 = (01, €s, ..., €s, V) €m G (Figura .

€1
=71
|
e
er |72
L €7
|
e
es| es| ° |es
|
€4

Figura 2.3: Caminho yno grafo G~ Figura 2.4: Caminho ¥ no grafo

~

(linha continua em negrito). Ali- G (linha continua em negrito).
nha tracejada é um possivel cami- Os elos coloridos sao €3 (laranja),

nho autoevitavel em . O vértice  &; (cinza), €26 (vermelho), €7
em vermelho refere-se aos vértices  (verde), €34 (roxo) e €37 (azul)

Vg € Vg que coincidem

Veja na Figura que no caminho v cada elo e; tem como extremidade os vértices
vi_1 ey, parai=1,2,...,8. Além disso, note que vy € um caminho nao autoevitdvel pois
0s vértices vy e vg coincidem (em vermelho na figura). Na Figum os elos coloridos
do caminho ¥ sao €5 (laranja), €; (cinza), €36 (vermelho), €y7 (verde), €3¢ (rozo) e
5377 (azul). Conforme o comentdrio anterior a este exemplo, o elo 5276 tem nas suas
extremidades os vértices U5 e U5, o elo €a7 tem nas suas extremidades os vértices U5 e
U5, o0 elo €36 tem nas suas extremidades os vértices Vi e U e o elo €37 tem nas suas
extremidades os vértices U3 e vi. Note, também, que o “cruzamento” dos elos €3 e €7 nao
“gera” um movo vértice.

Como jda mencionado, todo caminho nao autoevitdvel pode ser transformado em um
caminho autoevitdvel, sendo assim a linha tracejada na Figura[2.3 representa wm caminho
autoevitdvel no grafo G. Se os vértices v;’s de 5 sao escolhidos como pontos em e; de G,
entdo 5 comega em U, como um ponto em e; e termina em Vg como um ponto em eg.
Este exemplo mostra que quando em G temos um caminho aberto nao autoevidvel, em G

nao necessariamente teremos um caminho correspondente aberto nao autoevitdvel.

Exemplo 3. Considere o caminho ¥ = (01, €, ... ,€10,019) no grafo de cobertura G =
(V,E) como na Figum e o caminho v = (vg, €1,...,€10,019) em G = (V, E), o grafo
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coberto por G como na Figura .

U1 Vg e1 €9
~ Py, KUg WU ese e
U> 2 é\ 10 es | 28] e, |€10
Us-efm—y Vo =gy 1= = U]
x /57 6* *
3 les |ef7

Us €5

Figura 2.5: Caminho ¥ no grafo  Figura 2.6: Caminho 7 no grafo
g G. Os elos e e e (em azul) re-
presentam um loop, isto é, os elos
e3 € e; sao “visitados” mais de
uma vez. Os vértices vg, v3, Vg, U7
e vyg (em vermelho) também sao
“visitados” mais de uma vez e es-
tes vértices coincidem com outros

vértices do caminho vy

Veja que o caminho ¥ = (v1,€s,...,€10,010) NO grafo G na Figura € um ca-
minho autoevitdvel uma vez que todos os seus vértices sao distintos. O caminho v =
(vo, €1, ..., €10,V10) N0 grafo G obtido a partir do caminho 5 no grafo de cobertura G na
Figura[2.6 tem os elos e3 e e; “visitados” duas vezes. Representamos este fato pelos elos
e5 e et (em azul na figura) cujos vértices sao vy e vy para o elo e e v§ e vi para o
elo ex. Veja que os vértices vy e vig coincidem, além disso os vértices v; = v também
coincidem, para i1 = 2,3,6,7.

Observe que os vértices vy, Vg, V7 € V19 SGo0 “visitados” mais de uma vez, isto €, sequindo
a ordem estabelecida em 7, o elo ez € percorrido no sentido do vértice vy para vy (em
preto na Figum e do vértice vs para vy (em azul na Figura . O mesmo ocorre no
elo e7, ou seja, ele € percorrido no sentido do vértice vg para vy (em azul na Figum
e do vértice vy para vg (em preto na Figura @) Os ditos dois sentidos nos elos ez e
er € uma caracterizacao de um loop, assim como um vértice ser “visitado” mais de uma
vez. Por estes motivos, o caminho v € nao autoevitdvel. Este exemplo mostra que quando

temos um caminho autoevitavel no grafo de cobertura nao necessariamente encontramos
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um caminho autoevitdvel em um grafo “coberto” pelo grafo de cobertura.

A partir da Definicao [3] e dos Exemplos e [Bl podemos concluir e resumir os

seguintes fatos:

(i) Se temos um caminho autoevitavel em G, entdo temos um caminho autoevitavel
em G (Exemplo ; (Lembrando que isto vale pois um caminho em G com vértices

distintos seus elos também nao se repetem.)

(ii) Se temos um caminho que é nao autoevitavel em um grafo, entdo conseguimos

construir um caminho autoevitavel, bastando para isto retirar os loops (Exemplo ;

(iii) Se temos um caminho que é nao autoevitavel em G, entdo ndo necessariamente

temos um caminho correspondente que é nao autoevitavel em G (Exemplo ;

(iv) Se temos um caminho autoevitavel no grafo de cobertura G, entdo ndo necessaria-

mente geramos um caminho autoevitével no grafo G (Exemplo [3)).

Estas relagoes entre G e G sao a base para mostrar a equivaléncia entre a Percolacao
em Elos em G e a Percolagao em Sitios em G.
No que segue na Proposicao , todos os elementos da cobertura G terao o til em cima.

Denotamos por ?(e) o vértice de G associado ao elo e de G.

Proposicao 1. Seja G um grafo e G o seu respectivo grafo de cobertura. Defina o

mapeamento
¢ — Qp
w o— W
tal que
d(w(e)) = (@(e)), ec B, ¥(e) eV ede Qyp. (2.1)

Como ¢ € uma funcao injetiva com imagem em fwlf,, o conjunto das configuracoes dos
vértices do grafo QN, e para qualquer e € B, w = w(e) € Qp,

feCle,w) se e somente se D(f) € C(¥(e), p(w)), comB(e) eV e p(w) e §~2‘~,. (2.2)
Além disso, se definimos ]5‘7 por

Py =11 (2.3)
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onde

fiz(@([0) = 1) = pe(w(e) = 1) = p(e) (2.4)
sempre que U = v(e), entao para todo n <

Py(IC(3(e)| = n) = Pe(|C(e,w)| = n). (2:5)

A Equacao diz que um elo f esta no aglomerado aberto no grafo G passando pelo
elo e dada a configuragdo w se e somente se o vértice 0(f) relacionado ao elo f no grafo
de cobertura G pertence ao aglomerado aberto passando pelo vértice v(e) relacionado ao
elo e também em G dada a configuragao ¢(w) definida na Equagao 1} Para mostrar
isso, vamos utilizar a Defini¢ao |3| de grafo de cobertura e a fungao ¢.

A Equacao garante a equivaléncia entre a Percolacao em Elos em um grafo
G e a Percolacao em Sitios no grafo de cobertura G. Para prova-la, vamos utilizar os

aglomerados W em G e W em G, os quais sao definidos na demonstracao abaixo, além

de utilizar a Definigao 3| e as Equagoes (2.3 e (2.4)).

Demonstragao.
Para esta demonstracao, seguimos de perto o que é feito em [20].
Para mostrar o resultado da Equacao (2.2)), vamos provar os dois sentidos da impli-

cacao desta equacao.

(=) em ([2.2))
Considere o elo f € C(e,w), se e somente se, existe um caminho v = (vg, €1, ..., ey, vy)
autoevitavel em G com w(e;) = lee; = e, ey = f, paratodoi = 1,...,V. Para qualquer

caminho v autoevitavel, a imagem dele 5 no grafo de cobertura também é autoevitével,
logo tera V' veértices distintos. Defina o caminho ¥ = (01,€1,...,€y,0y) com v; = v(e;)

associado ao caminho «. Entao pela Equacao (2.1)) temos que

P(wle)) = a(0(e:)) = 1,

pois w(e;) = 1 para todo i = 1,...,V e pela Defini¢ao [3| de grafo de cobertura. Entao

f € C(e,w) implica v(e) < v(f), ou seja,

3(f) € C(o(e), plw))-

(<) em ([2.2))
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Considere o vértice d(f) € C(¥(e), p(w)), se e somente se, existe um caminho § =

(%,81,...,8v,0y) em G um caminho autoevitavel com &(¥(e;)) = 1 para todo i =
1,...,V, os vértices 01 = ¥(e) e Dy = 0(f). Nosso objetivo é construir um caminho v =
(v, e1,...,en,vy) tal que e; = 0 1(D}) e ey = p }(Vy), sendo p~!(-) a fungdo inversa

da aplicagdo ¢(-) apresentada na Defini¢ao [3[sobre grafo de cobertura. Construimos esse

caminho necessariamente da seguinte forma:

1) Escolhemos e; = ¢ 1(?1) e vg como o vértice adjacente a ¢~ 1(9;) que nao ¢ adja-

().

cente a o~ (?,) e vy como o vértice que é adjacente a ambos ¢ 1(7;) e ¢~

2) Para escolher ey e vy consideramos dois casos:

ey = 90_1(51)

{

71 ~
e,

®
4

[ ° Yo N U1 U3 )
—1/~ U1 (%) 1/~
o7 (3%) 2 7 (@)

Figura 2.7: Uma representacao
para o caso 2.i) na rede quadrada
em Z?. Em vermelho temos o ca-
minho 4 no grafo de cobertura.
Em negrito temos o caminho -y
no grafo original. Os sitios re-
presentados em azul com o sim-
bolo x estao no grafo de corber-
tura. ¢ !(7;) representa o elo no

caminho v no grafo original rela-

cionado ao vértice v;
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Figura 2.8: Uma representacao
para o caso 2.ii) na rede quadrada
em Z2. Em vermelho temos o ca-
minho ¥ no grafo de cobertura.
Em negrito temos o caminho -~
no grafo original. Os sitios repre-
sentados em azul com o simbolo
x estao no grafo de corbertura.
_1 r\/' 1 .
¢~ 1(v;) representa o elo no cami-
nho v no grafo original relacio-
nado ao vértice v;. Observe que
lo o= (7,) na -

o elo ¢~(0y) ndo pertence ao ca

minho 7y



i) v; nao ¢ adjacente a ¢ 1(73):
neste caso escolhemos v, como o vértice adjacente a ambos (7)) e 1 (V3)
e e2 = 71 (Ds), veja Figura 2.7

ii) v; ¢ adjacente a ¢~ (¥s3):
neste caso escolhemos v, como o outro vértice adjacente a ¢~ 1(73) e ey =
¢~ 1(73) e assim o caminho 7y nao passa pela aresta ! (73), logo N < V, veja
Figura

3) Continuamos recursivamente o procedimento acima. Apoés k etapas teremos um
caminho autoevitavel (vg, e1,v1, €2, V9, .. ., €, Vg).
Se e, = ¢ ! (Dy), entao N = k e terminamos.

Se ex = ¢ () para £ <V entdo consideramos trés casos:

i) Se { <V —1 e v, nao é adjacente a o (Tpy2):
neste caso escolhemos vy, como o vértice adjacente a ambos ¢ '(Tp41) e
%0_1(§€+2) € €g+1 = So_l(ﬁéﬂ)-
ii) Se f <V —1 e v ¢ adjacente a ¢ (Vpy0):
neste caso escolhemos vy, como o outro vértice adjacente a ¢! (Vpr2) € €py1 =
™ (Vev2).
iii) Se ¢ =V —1:

neste caso €1 = @ (Vy) e vpy1 € o outro vértice adjacente a 1 (Dy ).

Entao, pela Equagao (2.1)) e o fato de ¢ ser uma fungao injetiva (logo invertivel),

temos que ¢! : Q‘; — Qpe
¢ (B((e:)) = wle) =1,

poi

u(f)

W(v(e;)) = 1 paratodoi =1,..., N e pela Definigao |3| de grafo de cobertura. Entao
€ 5(v( ), ¢(w)) implica e < f, ou seja,

feCle,w) = Cle,w),

porque f € C'(eq,w) estd no mesmo caminho +.
E isto prova a Equacao ([2.2)).

Agora vamos provar a Equagao (2.5). Para isso defina W como uma uniao finita de

n elos distintos de G contendo o elo e e tal que para cada elo f de W exista um caminho

15



v = (v, €1,...,ey,vy) ndo autoevitavel em G onde e; = e, ey = f. Entao C(e,w) = W

ocorre, se e somente se,

w(f)=1VYfeW, masw(g) =0, paratodos os elosgde G\W (2.6)

que compartilham uma extremidade em comum com elos de W.

Com efeito, a primeira condi¢ao para a Equagao diz que para cada elo em W
pertence ao aglomerado C'(e,w), enquanto que o segundo requisito diz que todo elo f de
W é aberto e qualquer outro elo g de G com uma extremidade em W é fechado, mas nao
pertencendo a W. Agora considere W como a unido de todos os vértices v(f), feW,ede
todos os elos de 5 entre quaisquer dois vértices. Assim, = (j e W contém exatamente
n vértices distintos 3(f), f € W, incluindo é claro ¥(e). Além disso C(¥(e), &) = W, se
e somente se, @(a) = 1 para todo a € W, mas &;(Z) = ( para todos os vértices beG que
sao adjacentes a um vértice em VNV, mas nao pertencem a w.

E facil ver que g tem uma extremidade em W mas nao pertence a W, se e somente
se, ¥(g) é adjacente a algum vértice de VIN/, mas v(g) ¢ w. Veja as Figuras e

abaixo para uma exemplificacao do que foi descrito anteriormente.

g X4

R

=0
K
N~—

Figura 2.9: Aglomerado W (em  Figura 2.10: Aglomerado W (em
negrito) no grafo G. No destaque  negrito) no grafo de cobertura G.
em azul vemos o elo g que nao A marca x (em vermelho) repre-
pertence ao aglomerado W com  senta o vértice ¥(g) no grafo de
uma de suas extremidades perten- cobertura G corresponte ao elo g
cente ao aglomerado W represen- do grafo G, o qual nao pertence
tado pelo vértice em vermelho o ao aglomerado W e é adjacente
qual pertence ao aglomerado W aos vértices em azul do aglome-

rado W/
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A partir disso obtemos

~ o~ ~

Po(Cle,w) = W) = Py(C(i(e,w)) = W) 2.7)
considerando ﬁg como definido nas Equagoes 1' e 1} Mas

{C(e,w) =y = | {Clew) = W) (2.5)
[Wl=n
com a unido na Equagao ({2.8]) sendo sobre todos os aglomerados W do tipo considerado

acima e contendo n elos. Analogamente

(1C@(e),w) =nt = | ] {C@(e),w) = W) (2.9)

|W|=n

com a uniao na Equacao 1' sendo sobre todos os aglomerados W do tipo considerado
acima e contendo n elos e para cada W na Equagao 1) sendo a imagem tnica de W na
Equagao (2.8)). Isso é facilmente verificado utilizando a Defini¢ao [3| de grafo de cobertura

que associa cada elo em W a um tnico vértice em W. Assim, a Equagao 1' segue

diretamente das Equagoes (12.7), (2.8]) e (2.9). [ |

Exemplo 4. Vamos considerar o exemplo abaizo, o qual serd relacionado com a Defini-
¢ao[3 e a Proposigao [1]
Considere o grafo G como a rede quadrada em 7Z2. Neste grafo, dois vértices vy, vy €

72, com vy = (11,91) € vy = (T, yo) sGo adjacentes ou vizinhos se e somente se
|z = ylli=|z1 — 2| + [y1 — 9| = 1. (2.10)

Para a Percolacio em Elos na rede quadrada em 7Z? queremos encontrar o seu grafo
de cobertura, para isso vamos adicionar diagonais a quadrados alternados do grafo G,
como podemos observar na Figura abaizo.

De maneira mais formal, dois vértices vy = (x1,11) € vo = (22,y2) do grafo a esquerda
sao ditos vizinhos se eles satisfazem a FEquagado ou a Equacao

|z1 — x| = |y1 —ya| =1 e 21 + z2 € impar ou x — x9 € par. (2.11)

Obtemos o grafo G como na Figum a partir de uma translagao no sistema de co-
ordenadas apresentado na Figura pelo vetor (%, %), rotacionando em 45° e alterando
a escala pelo fator /2.

17



Figura 2.11: Grafo com diagonais nos qua- Figura 2.12: Grafo G

drados alternados

Os vértices de G estio localizados nos pontos (x + %,y) € (x,y + %), com x,y € 7.

Dois vértices Uy = (x1,y1) € Uy = (x2,y2) do grafo G sao vizinhos se e somente se

1
T = T2, T1,%2 € Z, 3/173/2€Z+§ e lyr—yof =1 (2.12)
ou
1
Y1 = Y2, y1792€Z7$17$2€Z+§ e |lry—aof =1 (2.13)
ou
1
|21 — 22| = |y1 — yo| = > (2.14)

A Figum abaizo mostra uma representacao do grafo G na rede quadrada em 72
e na Figum o respectivo grafo de cobertura de G, denotado por G. Os elos €1, €9, €3
e ey do grafo G estao representados na Figura |2.15 e em destaque em ambas figuras
abaixo. Nas Figuras e temos a correspondéncia 1 a 1 garantida pela funcao
¢ da Proposicao |1 sendo os elos de G eq,eq, €3 € e4 relacionados por ¢ aos vértices de G
U1, 0o, V3 € Uy, respectivamente.

Como descrito na representacdo do grafo 5, o conjunto dos vértices vizinhos a Uy
(em vermelho na Figura é {0y, 03, Vs, Vg, Vs, Do} (em azul na Figura [2.1])), sendo
0s vértices {Us, 9} devido a Equagao (2.19), {01, 05, 5,03} pela Equagao (2.14)). E, por
exemplo, o vértice Vs € vizinho do vértice v, em virtude da Equagao .

Além disso, observe que a Proposigao |1 garante a equivaléncia da Percola¢ao em
Elos em um grafo G com a Percolagao em Sitios no seu respectivo grafo de cobertura C7,
isto €, se desejamos calcular a probabilidade de encontrar um aglomerado infinito em G
utilizando o modelo de Percolagao em FElos, consequimos construir um grafo de cobertura

G no qual calculamos a probabilidade de encontrar um aglomerado infinito utilizando o
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€3

€ €
e1 2 4

Figura 2.13: Representacao do grafo G eseus  Figura 2.14: Representacao do grafo de co-
respectivos elos bertura (j do grafo G e seus respectivos vér-

tices

modelo de Percolagdao em Sitios. Desse modo, se em G consequimos encontrar que a
probabilidade de percolar € positiva, necessariamente a probabilidade de percolacao em G

também € maior que zero. Neste sentido o modelo de Percola¢ao em Sitios € mais geral

que o modelo de Percolacao em FElos.

€3

(& (&
1 2 4

Figura 2.15: Representacao do grafo G e  Figura 2.16: Representacao do grafo de co-
um trecho do aglomerado aberto infinito (em  bertura G do grafo G e um trecho do aglo-

azul) merado aberto infinito (em vermelho)

A Figura[2.15 mostra um trecho do aglomerado aberto infinito em G e conforme a De-
ﬁm’gdo@ sobre grafo de cobertura e a Proposi¢ao |l temos que dados os elos {ey, ea, €3, €4}
em G que estao conectados por caminho aberto tendo em comum uma unica extremidade,
0s seus respectivos vértices {vy, Vg, U3, Vg} €m G também estio conectados por um caminho
aberto conforme mostra na Figura[2.16. Portando, todo problema de Percolagao em Elos

pode ser transformado, utilizando o método proposto, em um problema de Percolagao em
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Sitios.

Observe que pela construcao apresentada nao podemos utilizar um procedimento
similar para transladar um problema de Percolacao em Sitios em um grafo G para um
problema de Percolacao em Elos em outro grafo, porque G pode nao ser um grafo de
cobertura de qualquer outro grafo. Por exemplo, considere o grafo H onde qualquer
dos seus vértices tem pelo menos trés elos distintos ey, es, e3 encontrando-se nele, veja
a Figura entao os vértices do grafo H relacionados aos elos citados sdo U1, Vg, U3,
respectivamente, o qual formam os vértices de um triangulo em 7-7,, observe a Figura .
Portanto, o grafo G como a rede quadrada Z?, o qual nao tem triangulos, nao ¢ um grafo

de cobertura.

€9 ”172
€1 €3 ~
(%1 ’,53
Figura 2.17: Representacao do Grafo H Figura 2.18: Representacao do grafo de co-
bertura H

Se ndo temos trés elos conectados a um tinico vértice, entao em Z? s6 podemos ter um
grafo D como o da Figura cujo grafo de cobertura D é da mesma forma conforme
mostra a Figura [2.20]

€1 €2 €3 €4 U1 Vg V3 V4

Figura 2.19: Representagao do Grafo D Figura 2.20: Representacao do grafo de co-
bertura D
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Capitulo 3

Resultados Importantes

Os resultados que sao apresentados neste capitulo podem ser aplicados para um mo-
delo de Percolacao em elos ou sitios, fazendo as devidas adaptacoes. Por simplicidade de
notagao, iremos denotar a fungao percolagao da Definigao 1| simplesmente por 6(-). E o
grafo considerado nas demonstracoes ¢ G = (Z%,E?). As medidas de probabilidade Pg e
Py associadas respectivamente a X e ) sao denotadas por F,, sendo p a probabilidade do
elo (sitio) estar aberto. E o valor esperado com respeito a P, sera E,. O espago amostral
serd denotado por 2 podendo se referir ao Qg ou ao Qy. As o-dlgebras Fr e Fy sao

denotadas por F.

Definigao 4. [Probabilidade Critical

pe = sup{p € [0,1] tal que 6(p) = 0}.

A Definicao [l nao nos deve levar a concluir que o ponto critico é o mesmo considerando
tanto a Percolagao em Elos quanto a Percolagao em Sitios. A Tabela [3.1] abaixo mostra
exatamente o contrario. Ela pode ser encontrada no livro de Stauffer e Aharony em [I].
A nao ser pelos valores em negrito na Tabela [3.1] todos os demais sdo estimados. Na
literatura, no artigo de Essam e Skypes [12] de 1964, encontra-se uma demonstragao para
estes valores exatos, assim como no livro de Grimmet [I5] e no artigo de Kesten [21I] de
1980 podem ser encontradas a prova que p, = + considerando a Percolacio em Elos em

2
7? na rede quadrada. Apresentamos esse resultado no Capitulo [4

Teorema 1. Se d > 2 entdo p. € (0,1).
A demonstra¢ao do Teorema (1] pode ser encontrada em Grimmet [I5] e este Teorema
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Tabela 3.1: Valores estimados e exatos (em negrito) para a Probabilidade Critica p. nos

modelos de Percolacao em Sitios e em Elos em diferentes tipos de redes regulares

Rede Sitio Elo
Hexagonal 0,6962 0,65271!
Quadrada 0, 592746 0,5
Triangular 0,5 0,34729?2
Diamante 0,43 0, 388

Ctbica 0,3116 0,2488

BCC 0,246 0,1803

FCC 0,198 0,119

Hipercubod =4 0,197 0,1601
Hipercubo d = 5 0,141 0,1182
Hipercubo d = 6 0,107 0,0942
Hipercubod =7 0,089 0,0787

1 Valor exato p. = 1 — 2sen (118)

2 Valor exato p. = 2sen (1“—8)

estabelece a existéncia de um valor de probabilidade critico (Defini¢ao , que divide o

intervalo [0, 1] em trés fases conforme a seguinte definicao.
Definicao 5. Para d > 2,
(i) Se p < p, fase subcritica (auséncia de percolagao, (p) =0);
(ii) Se p = p., fase critica (parametro de transi¢ao de fase);
(iii) Se p > p., fase supercritica (percolacao quase certamente, 6(p) > 0).

As fases subcritica e supercritica sao fortemente marcadas pela caracteristica de que
na primeira nao existe um aglomerado infinito, enquanto na segunda, Harris no artigo [19]
em 1960, mostrou que com probabilidade um existe um tnico aglomerado infinito. Este
resultado é apresentado no presente texto no Teorema [5

Na fase subcritica, além de apresentar a caracteristica da auséncia de percolacao, isto
é, ndao encontramos um aglomerado aberto infinito nela, o Teorema [2] abaixo mostra outra

caracteristica importante: o decaimento exponencial da chamada cauda do aglomerado
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aberto que contém a origem. Esse resultado foi mostrado por Menshikov no artigo [22]
em 1986 de forma independente de Aizenman e Barsky no artigo [2] em 1987 utilizando
argumentos distintos.

Definimos @,, a bola de raio n com centro na origem em Z¢, isto &,
Qn={reZ:| x|i<n}

Considere também o evento existe um caminho aberto ligando a origem até 0@, (a

fronteira de @,,), denotado por {0 <> 0Q,,}, sendo 0 a origem de Z.

Teorema 2. Se p < p,., entao existe P(p) > 0 tal que
Py(0 < 0Q,) < e @)
para todo n.

O Teorema [2]serd utilizado em uma demonstragao do Capitulo[d] Uma versdo analoga
a essa pode ser usada substituindo a bola (),, de raio n por uma caixa de lado 2n centrada
na origem que é mostrada na Defini¢ao [0} Uma demonstragao para o Teorema [2] pode

ser encontrada no Grimmet [I5] nos Capitulos 5 (Secao 5.2) e 6 (Segao 6.1).
Teorema 3. Sed =2 oud > 19, §(p.) = 0.

O Teorema [3|foi provado por Hara e Slade nos artigos [17] em 1989, [18] em 1994 e no
artigo de Hara em [16] em 1990, o qual é uma extensao da demonstragao ja apresentada
por Kesten no artigo [21] em 1980 considerando a Percolagao em Elos na rede quadrada
em Z2, ou seja, para d = 2. Eles mostraram que a probabilidade de percolacao conside-
rando o ponto critico é igual a zero. No caso para d > 19 foi utilizado a expansao em
lago desenvolvida no artigo de Brydges e Spencer em [7] de 1985 e nos proprios artigos
de 1990 de Hara [16] e de 1994 de Hara e Slade [18].

Ainda é um problema em aberto na Teoria de Percolagao qual é o valor 6(p.) quando

3 < d < 18. Conjectura-se que 0(p.) = 0 para todo d.

Exemplo 5 (Casod = 1). Parad = 1, queremos calcular a probabilidade da origem estar
em um aglomerado infinito, isto €, a origem pode estar ligada ao infinito pela direita ou
pela esquerda. Logo, se ela estd ligada ao infinito pelo lado direito, por exemplo, isto
significa necessariamente que a origem estd ligada até o niumero inteiro n, assim temos

a sequinte inclusao de eventos
{|Co| = 0} = {|Cy| = 2n} = {0 & —n} U {0 < n}.
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Agora calculando as probabilidades destes eventos acontecerem temos que

Py(|Col = 0) =0(p) < Pp({0 & —n}u {0 < n})
< P,(0 < —n) + P)(0 < n) = 2p",

quando p € (0,1) e n — oo temos que 2p" — 0. Assim temos 0(p) < 0, e entao, 0(p) = 0,
para todo p € (0,1). Portanto, a funcao 6(p) deiza de ser zero somente quando p =1, de
onde concluimos que para d =1 p. = 1. Isto significa que o sistema somente percola se
a probabilidade do elo (sitio) estar aberto € igual a um, ou seja, todos os elos (sitios) na

reta devem estar abertos.
Proposigao 2. 6(p) > 0 se e somente se Py(3x : |C,| = +0) = 1.

Para a demonstragao da Proposigao 2] precisamos de um resultado auxiliar conhecido
na literatura por Lei 0-1 de Kolmogorov que enunciamos no Lema [I] abaixo. Vamos
introduzir uma notagdo propria que é necessaria para melhor compreensao do Lema [T
Seja X1, Xo,... uma sequéncia de variaveis aleatorias e considere .7-"; = o(Xn, Xpns1,-- )
a o-algebra gerada pelas variaveis aleatérias a partir de n a qual é a menor o-algebra

. ., . L. . /
mensuravel com respeito a todas as variaveis aleatorias X,,, m = n. Seja 7 = ﬂ}"n a
n

o-algebra caudal. Intuitivamente, o evento A € T se e somente se modificando um niimero
finito de valores nao afeta na ocorréncia do evento, ou seja, o evento A s6 depende das
variaveis aleatorias X,,, X,,11,.... Uma prova para o Lema |[l| pode ser encontrada no
livro do Durret [11]. Existe uma versao para este resultado substituindo a sequéncia de

variaveis aleatorias independentes por uma sequéncia de eventos independentes.

Lema 1 (Lei 0-1 de Kolmogorov). Se as varidveis aleatorias X1, X, ... sao indepen-

dentes, T € a o-dlgebra caudal e o evento A € T, entao P,(A) =0 ou 1.

Demonstragao.|Proposi¢ao
Para esta prova vamos fazer os dois sentidos da implicagao.

(<)
Vamos fazer este sentido da implicacao utilizando a contrapositiva da proposicao.

Assim, suponha que 6(p) = 0. A seguinte inclusao de eventos é valida

(32 :|C,| = +0} = { L 1€l = +oo},
reZd
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de onde obtemos as desigualdades a seguir utilizando as propriedades da medida de

probabilidade

P,3z:|Cy| = +x) < B, (U |Cy| = +oo>
xeZd
< D P(IC| = +)
xeZd
= >, 0 =0,
xeZ4

sendo a primeira igualdade em virtude do sistema ser invariante por translacao e assim a
probabilidade de termos um aglomerado infinito que passe pelo sitio = (P,(|C;| = +0))
é a mesma que a probabilidade de termos um aglomerado infinito que passe pela origem
(0(p) = Pp(|Co| = +0)). A segunda igualdade segue direto da hipotese que (p) = 0.

Logo P,(3z : |Cy| = +0) = 0.

Assim fica provado que se P,(3x : |C;| = +0) = 1 entdo 6(p) > 0.
(=)

O evento {3z : |C,| = +o0} & invariante por translagdo como evento da sequéncia de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas {X,}.cga. Pela Lei 0-1 de

Kolmogorov (Lema [1) temos que
P,(3z:|Cy| = +0) =0ou 1.
Como 0 < 0(p) < P,(3z : |Cy| = +0), temos que P,(Fz : |Cy| = +0) = 1. u

A Proposigao 2 mostra que quando estamos na fase supercritica conseguimos garantir
a existéncia do aglomerado infinito com probabilidade 1.

As Definigoes [g] e [7] abaixo estabelecem o conhecido Modelo Padrao, muito utilizado
nas demonstracoes dos resultados de Percolacao pois permite acoplar modelos para di-
ferentes valores de p, onde a primeira refere-se a Percolagao em Elos e a segunda em

Sitios.

Definigao 6. Seja Z := {Z., e € E?} uma familia de varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas com distribuicao Uniforme em [0,1]. Denotaremos por P a
medida de probabilidade neste modelo, a qual € a medida produto com marginais uniformes
no intervalo [0,1]. O conjunto Qg = [0, 1]E".

Um elo e € E? € dito p-aberto se Z, < p, e p-fechado caso Z. = p.
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Definigao 7. SejaU := {U,, v € Z%} uma familia de varidveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas com distribuicao Uniforme em [0, 1]. Denotaremos por Pa
medida de probabilidade neste modelo, a qual € a medida produto com marginais uniformes
no intervalo [0,1]. O conjunto Qy = [0, 1]%".

Um sitio v € Z% € dito p-aberto se U, < p, e p-fechado caso U, = p.
A seguir, apresentamos duas caracteristicas importantes sobre a fungao 6(p).

Lema 2. A fungao 0(p) € nao-decrescente em p.

Demonstracao.

Faremos a prova considerando a Percolagdo em Elos. (Para o modelo em Sitios a
prova é analoga).

Fixe p; < py e seja C,, o aglomerado da origem como no Modelo Padrao em Z?
com elos pj-abertos. Temos que 0(p;) = P(|C,,| = ). Analogamente definimos C,, o
aglomerado da origem como no Modelo Padrao em Z¢ com elos py-abertos. Assim, pela
Definicao [6] temos que todo elo pj-aberto ¢ um elo psy-aberto de onde temos a inclusao
C,, < C,,, portanto segue a desigualdade abaixo pela monotonicidade da medida de
probabilidade

0(p1) = P(|Cp,| = ) < P(|Cp,| = 0) = 0(p2).

Lema 3. A fungao 0(p) € nao-decrescente em d.

Demonstracgao.

Faremos a prova considerando a Percolagdo em Elos. (Para o modelo em Sitios a
prova é analoga).

Considere C' o aglomerado em Z¢ contendo a origem, e defina Co aglomerado em
791 contendo a origem cujos elos abertos sdo apenas os elos abertos de C' e os demais

elos sao fechados. Assim,

0(p) == 0(p,d) = Ppa(|C] = ) < Ppys1(|C] = 0) = O(p,d + 1).
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Os resultados que sao apresentados a seguir consideram eventos crescentes e varidveis
aleatorias crescentes, que definimos abaixo. Para a Definigao [§ considere a ordem parcial:
dados wy,ws €  tais que w; < we, se e somente se, wi(e) < wy(e) para todo e € E¢, isto
é, todo elo aberto na configuragao w; também é um elo aberto na configuracao wy. De
modo analogo podemos entender este conceito trocando e por v € Z? na Percolacdo em

Sitios.
Definicao 8.

(i) Uma varidvel aleatdria X € dita crescente se for crescente na ordem parcial esta-
belecida anteriormente, isto €, dados wy,ws € ) quaisquer tais que wy < wq, entao

X(wl) < X(WQ),'

(ii) Seja F uma o-dlgebra. Um evento A € F € dito crescente se 1y, a fun¢ao indicadora

de A, for crescente.

Em outras palavras, a Definigao [§|diz que se temos um evento crescente A sempre que
dada a configuracao dos elos (ou sitios) do evento A, ao abrirmos mais elos (ou sitios)
nesta configuracao, o evento A continua ocorrendo.

A desigualdade de FKG, apresentada no Teorema [} foi provada por Fortuin, Kas-
teleyn e Ginibre no artigo [14] em 1971. Ela é muito utilizada nas demonstragoes dos
resultados em Teoria de Percolagao. FKG estabelece uma correlagao positiva entre va-

ridveis aleatoérias crescentes.
Teorema 4. [Desigualdade de FKG|

(i) Sejam X eY waridveis aleatorias crescentes tais que E,(X?) < w0 e E,(Y?) < 0.
Entao,
Ep(XY) = Ep(X)Ep(Y),

ou seja, X eY sao positivamente correlacionadas com respeito a medida de proba-

bilidade P,.
(i1) Sejam A, B € F eventos crescentes. Entao,

P,(An B) > P,(A)P,(B).

O Teorema [ também é valido considerando X e Y varidveis aleatorias decrescentes e

os eventos A e B decrescentes. Considerando X uma variavel aleatoria crescente e Y uma
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variavel aleatoria decrescente e os eventos A crescente e B decrescente, a desigualdade de
FKG também é valida porém agora com a desigualdade no outro sentido. Além disso o
Teorema pode ser generalizado para uma sequéncia de variaveis aleatorias crescentes (ou
uma sequéncia de eventos crescentes) de tamanho n, bastando para isto utilizar Indugao
Matemaética e o fato de que a intersegao de variaveis aleatorias (eventos) crescentes é uma
variavel aleatoria crescente (um evento crescente).

O Corolario [1}, conhecido na literatura por Truque da Raiz Quadrada, foi provado
pela primeira vez por Cox e Durret no artigo [8] de 1988. Esse resultado sera utilizado

na prova do Teorema [0] além de ser um exemplo de aplicagao da desigualdade de FKG.

Corolario 1. [Truque da Raiz Quadrada/
Sejam Ay, As, ..., A, eventos crescentes em F e todos com a mesma probabilidade,
isto €, P,(Ay) = P,(Ay) = ... = P,(A,,), entao

1%<Q&ﬂé.

Sejam A, As, ..., A,, eventos crescentes em J e todos com a mesma probabilidade,

Pp(Al) =1-

Demonstragao.

isto &, Py(A;) = P,(As) = ... = P,(A,,), queremos mostrar que

1@(Q&ﬂé.

De fato, usando recursivamente FKG temos que

(1) [l

i=1 i=1

Pp(Al) =1-

pois AS, AS, ..., AS, sao eventos decrescentes.

A):_@<§M)

(47)

Assim,

o

(@

Il
—_

\Y
U

= ][t = P(A)], como By(A;) = By(Ay),Vi=1,2,....m

28



Logo, Py(A;) =1 — [1 - P, (U Az>] : u
i=1

Teorema 5. [Unicidade do Aglomerado Infinito]
Se p € tal que O(p) > 0, entdao

P,(eziste exatamente um aglomerado aberto infinito) = 1.

O Teorema [5| garante que quando p > p., ou seja, considerando a fase supercritica
onde temos #(p) > 0, ndo somente existe o aglomerado infinito (resultado que é garantido
pela Proposicao , mas ele existe e é iinico. Este resultado foi provado inicialmente por

Aizenman, Kesten e Newman nos artigos [3] e [4] em 1987.
Proposicao 3.
(i) A fungao 0(p) € continua a esquerda no intervalo (pe,1];
(ii) A funcgao 0(p) € continua a direita.

Como consequéncia direta da Proposigao (3| temos que a fungdo 6(p) é uma fungao
continua no intervalo [0, 1], se e somente se, #(p.) = 0. Além disso, o resultado (i) na

Proposigao [3] procede de imediato do Teorema [5
Definicao 9. [Caizas e Retdngulos/

1. Uma caiza de lado 2n com centro na origem € o subconjunto de Z¢ da forma

B(n)={reZ': | z|<n}=[-nn]’nZ

2. Um retangulo de lados 2n por 2m com centro na origem € o subconjunto de Z* da

forma
B(n,m) = ([-n,n] x [-m,m]) n Z°.

Definimos o evento FD(n) existe um cruzamento da esquerda para a direita na caixa
B(n) sempre que houver um caminho aberto dentro de B(n) que ligue um sitio da face
esquerda de B(n) (denotada por Fg(n) = {x € dB(n) : 1 = —n}) a um sitio da face
direita de B(n) (denotada por Fp(n) = {x € dB(n) : ;1 = n}), sendo 0dB(n) repre-
sentando a fronteira da caixa B(n). Consideramos o evento FD(n,m) existe um cruza-

mento da esquerda para a direita no retangulo B(n,m) sempre que houver um caminho
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aberto dentro de B(n,m) que ligue um sitio da face esquerda de B(n,m) (denotada por
Fg(n,m) ={z € dB(n,m) : x; = —n}) a um sitio da face direita de B(n, m) (denotada
por Fp(n,m) = {x € dB(n) : 1 = n}), sendo dB(n,m) representando a fronteira do
retangulo B(n,m). Denotamos ED(n,m,z) existe um cruzamento da esquerda para a
direita na translagao por = do retangulo B(n, m) que é o retangulo com lados de tamanho

2n e 2m centrado em x apoés a translacgao.

Proposigao 4. Se 0(p) > 0 na percolagdo em elos em Z2, entio
Py(ED(n)) — 1,
quando n — 0.

Na demonstragdo da Proposi¢do [ construimos caixas concéntricas que tem suas
faces conectadas; encontramos dois aglomerados infinitos disjuntos e assim utilizamos
o Teorema 5| da Unicidade do Aglomerado Infinito. Além disso, mostramos a relacao
entre os eventos £ D(n) e encontramos um cruzamento da esquerda para a direita em
uma caixa de lado 2n com o auxilio de uma caixa menor de lado 2m. O resultado da
Proposi¢ao [4] é valido também para a Percolagao em sitios.

Um resultado parecido com a Proposicao [4| considerando o modelo de Percolacao
em Lajes com dois niveis sera apresentado no capitulo [f] e sua demonstra¢do é muito
parecida com a apresentada abaixo neste capitulo. A diferenca é que para provarmos o
resultado na laje devemos considerar a propriedade sanduiche definida na Secao ea

Proposi¢ao [6] apresentada no capitulo [5]

Demonstracao.

Seguimos de perto a prova feita em Grimmet [I5] (Teorema 8.97).

Defina UF o evento em que algum sitio da caixa B(m) de lado 2m em Z¢ esteja em
algum aglomerado infinito. Como 6(p) > 0 por hipotese, entdo pelo Teorema |5| existe
um aglomerado infinito quase certamente. Assim, para € > 0 fixo podemos escolher m

suficientemente grande tal que
P,(UF)>1-¢. (3.1)

Seja n € N, tal que n = m. Denotamos Fi, Iy, ..., Fyy as faces da caixa B(n). Se UF
ocorre, entdao o evento algum vértice de B(m) esta conectado por um caminho aberto

a alguma face F; de B(n), que denotamos por {B(m) < F; em B(n)}, também ocorre.
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Logo
UF c @{B(m) o F em B(n)}. (3.2)
Deste modo, -
BUF) < F (Q{B(m) < F;em B(ﬂ)}>

1-F,(UF) = 1-P, (Ej{B(m) < I em B(n)}>

= P, (ﬂ{B(m) < Fj em B(n)}c>

\%

[[7(B0m) < Fem Bm))

2d

= ][] = P,({B(m) < F; em B(n)}))

i=1

= [1=F({B(m) < F em B(n)})]*, (3-3)

onde a primeira desigualdade é por causa da Equacao e pela monotonicidade da
medida de probabilidade, a terceira é por FKG e pelo fato dos 2d eventos da forma
{B(m) < F; em B(n)}¢ serem decrescentes e a tltima igualdade devido a estes eventos
terem a mesma probabilidade (pela invariancia do modelo de percolacao em Z4) e para
qualquer face F' de B(n).

Das Desigualdades e (3.3) temos

[1- P({B(m) > Fem Bm)})[* < 1-B(UF)<e
1 P,({B(m) & Fem B)}) < ¥e
P,({B(m) < F em B(n)}) > 1- ¥. (3.4)
Considere os conjuntos Fig(n) = {z € dB(n) : #1 = —n} a face esquerda de B(n) e

Fp(n) = {x € dB(n) : x; = n} a face direita de B(n), onde dB(n) representa a fronteira
da caixa B(n). Denotamos o evento existe um aglomerado aberto ligando um sitio na

face esquerda de B(n) a um sitio na face direita de B(n) por
Lo = {Fg(n) < B(m) < Fp(n)} = {B(m) < Fg(n) em B(n)}n{B(m) < Fp(n) em B(n)}.
Utilizando a desigualdade de FKG e a Equagao temos que
Py(Tnm) = (1= Xe)™. (3.5)
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Definimos A,, ,, o evento existem dois sitios em dB(m) em dois aglomerados disjuntos,
ambos tocando dB(n). Note que A,,,, D Ay, nt1, OU seja, se conseguimos encontrar dois
sitios em 0B(m) em dois aglomerados disjuntos, ambos tocando dB(n + 1), necessaria-
mente estes dois aglomerados disjuntos tocaram 0dB(n); e quando n — 0 A, | Am,
onde A, é o evento existem dois vértices na dB(m) que pertencem a dois aglomerados

abertos infinitos disjuntos. Portanto,
P,(Apn) = Py(An) =0, (3.6)

quando n — oo e esta probabilidade é zero pelo Teorema 5| que enuncia a unicidade do
aglomerado infinito.
Observe que das Equagoes (3.5)) e (3.6 obtemos a seguinte inclusao de eventos

Lhm < ED(n)u Apn,.

Sendo assim, utilizando as propriedades da medida de probabilidade temos que

<0
!
3
S
/

P,(ED(n) v Apn)

Pp<ED(TL)) + Pp(Am,n)a

P,(Tym) — Py(Amn), quando n — oo
- 22 o

=¥ <
&
SRS
OGS
AR VAR

Portanto, liminf P,(ED(n)) = (1 — %/¢), e como ¢ & arbitrario segue o resultado.
n—00
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Capitulo 4

Percolaciao em Elos em Z?

O modelo de Percolagao em Elos em Z? foi um dos primeiros cujo problema da
auséncia de percolagao no ponto critico foi solucionado. No que segue neste Capitulo,
considere o Modelo de Percolagao em Elos definido na Secao [2.1, considerando d = 2.
Os resultados contidos aqui também sao validos para o modelo de Percolagao em Sitios
fazendo algumas adaptagoes.

O Teorema [f] calcula de forma exata o valor do ponto critico quando consideramos
o modelo de Percolacao em Elos em Z?2, além disso ele garante que a probabilidade de
encontrarmos um aglomerado infinito é zero considerando a probabilidade do elo estar

aberto igual ao p..

Teorema 6. Para d = 2,

Pe = 5 € e(pc) =0.

Para demonstrar o Teorema [ vamos enunciar dois lemas que dividem o resultado
em duas partes de forma que unindo seus resultados temos como conclusao o Teorema [0}
O Lema {4] foi demonstrado pela primeira vez por Harris [19] em 1960 e o Lema |5 por
Kesten [2I] em 1980.

Lema 4. Parad=2,0 (%) =0.
Lema 5. Parad =2, p. < 3.

Para a demonstragao dos Lemas [4] e o], precisamos definir a chamada rede bidimensi-

11
7 =7+ (=, =
ES +<272>7
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onde Z2 ¢é a rede dual que consiste em um deslocamento por % unidade em cada coor-

denada, representada na Figura pela linha tracejada e a rede usual em Z? pela linha

continua.

| | | | | | | |

| | | | | | | |
-l--rr-—t-—-\-"-"+t - -—"—-"\F—-—7-=-"—"F—-—4—-—|-—t -7 - -

| | | | | | | |
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| | | | | | | |
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T T T T T T T T

| | | | | | | |
[ [

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |
- l--rr-—t-—-\-"—-"+t-—"—"J-—"—-"\F-—-—7-—l—-"——F—-—4—-—|-—t -7 -1 -
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| | | | | | | |

| | | | | | | |
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| | | | | | | |
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| | | | | | | |
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| | | | | | | |
- - - - - - 4 - - -4 - = - -4 - |- - -4 —= =
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Figura 4.1: Rede bidimensional Z? (linha continua) e sua dual Z2 (linha tracejada)

Veja que existe uma relaciao 1 a 1 com a configuragao dos elos em Z? e Z2, isto ¢é,
seja e um elo em Z?2 e e, o elo correspondente a e no dual Z2 e defina ¢ : Q — Q, tal
que wy(ex) = Y(w(e)) = 1 —w(e), onde Q = {0, 1} e Q, = {0,1}F% que sio os espacos
de todas as possiveis configuragoes para os elos em Z? e em Z2, respectivamente. A
Figura mostra uma representacao de um elo e em Z? e o seu correspondente e, em
Z2. A funcdo 1 definida mostra a relacao entre a configuracio de um elo em Z? e seu
correspondente elo no dual, ou seja, se o elo e em Z? estd aberto (w(e) = 1), implica
necessariamente que o elo e, correspondente a ele no dual esteja fechado (wy(e) = 0);
essa € uma caracteristica importante que sera utilizada nas demonstragoes que seguem.

Considere G um subgrafo de Z?2, denotamos AG aos elos da fronteira de G definida
como sendo o conjunto de elos de Z? que ndo estao no interior do grafo G mas que pelo
menos um de seus vértices pertencem a G. A Proposicao [5| é crucial para a demonstracao
do Teoremal6} Denotamos ¥(G) o circuito em Z? (o mesmo pode ser definido em Z?) como
uma sequeéncia vy, €g, V1, €1, - . . , €n_1, Upn, €n, Vg de vértices e elos tais que vy, €q, . .., €n_1, Un

¢ um caminho com e; = (v;_1,v;) parat = 1,2,...,.n—1 e e, = (v,,79). O tamanho
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Figura 4.2: Representacao de e e e,, sendo e um elo da rede usual Z? e e, um elo da rede
dual 72

de um circuito é o numero de vértices ou elos por ele percorrido contendo possiveis
repeticoes. Uma demonstracao para a Proposicao [5| pode ser encontrada no livro do
Kesten [20] no Apéndice. No livro do Grimmet [15] no Capitulo 11 (Secao 11.2) é
apresentado o enunciado desta proposicao e uma explicacao intuitiva do motivo pelo

qual ela é verdadeira sem todo o rigor matemético necessario.

Proposigao 5. Seja G um subgrafo conexo finito de Z*. Entao existe um tinico circuito
aberto X2(G) em Z2 contendo G em seu interior e com a propriedade de que todos os elos

do circuito (G) atravessam um elo de AG.

Demonstragao. |Lema 4]

Seguimos o argumento de Zhang em um trabalho de 1988 nao publicado.

0 (%) > 0. (4.1)

Seja n € N e definimos A¢ o evento de que algum sitio do lado esquerdo do quadrado

Suponha por absurdo que

de lados n, B,, = [0,n]?, estd em um aglomerado aberto infinito de Z*\B,,. Analogamente
considere A%, A¢ e AP trocando lado esquerdo por lado direito, lado de cima e lado de
baixo, respectivamente.

Da Equacao e do Teorema |5 segue que

P (existir um aglomerado aberto infinito) = 1,
de onde concluimos que

P% (A U AT U AU AY) — 1, (4.2)

quando n — oo e onde a unido na Equagao (4.10)) significa que algum sitio do quadrado

B,, pertence a um aglomerado aberto infinito.
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Note que P%(Ag) = P%(Afl) = P%(Afl) = P%(Afl) e os eventos A", para u € {e,d, c, b}
sao crescentes, vamos utilizar o Truque da Raiz Quadrada (Corolério (1) de onde obtemos

que para u € {e,d, c, b}

liminf Pi (A") > lim 1 — \4/1 —Pi(As AL U Az U A) =1-V1-1=1

1
n— 00 2 n— 00

Como lim sup P% (Ar) < 1 para todo n e u € {e,d, c,b} temos que
n—aoo

lim P;(A;fb) =1.

n—oo 2

Escolhemos um valor N € N tal que

P (A%) >

2

, (4.3)

|

para u € {e, d, ¢, b}.

Seja n € N. Definimos na rede dual ZZ, A*® o evento de que algum sitio do lado

esquerdo do quadrado B} = [0,n]* + (%, %) esteja em um aglomerado fechado infinito de

Z2\B?. Analogamente considere A*4 A*¢e A*P trocando lado esquerdo por lado direito,
lado de cima e lado de baixo, respectivamente.

Temos que

P (AR > 1, (4.4)

ol 3

para u € {e,d, c, b}.

Vamos denotar por A o evento em que algum sitio dos lados esquerdo e direito de
By estao ligados cada um a um aglomerado aberto infinito em Z*\By e algum sitio dos
lados de cima e de baixo de B}, estao ligados cada um a um aglomerado fechado infinito
no dual Z2\B%, ou seja,

__ Ae d *,C #,b
A=Ay n Ay n Ay n Ay,

observe a Figura para uma ilustragao do evento A.

Observe que se o evento A ocorre entdao em Z?\ By contém dois aglomerados abertos
infinitos disjuntos (A%, A%), uma vez que esses aglomerados estao separados pelos dois
aglomerados fechados infinitos disjuntos (Ay°, A;‘\}b) em Z2\B%. Desse modo, qualquer
caminho aberto v que ligue os dois aglomerados abertos AS e A4 necessariamente deve
passar no interior de By. Analogamente, os dois aglomerados abertos A% e A4, bloqueiam
a conexao por fora do quadrado B} dos dois aglomerados fechados infinitos Ay e Af\}b,

assim sendo, eles devem se conectar por um caminho fechado v* no interior de BY,. Mas
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observe que se ambos os caminhos v e v* existem, eles obrigatoriamente se encontram
no interior de By e B}, o que nunca pode ocorrer devido a dualidade entre Z* e Z2.
Além disso, pelo Teorema, [5| da unicidade do aglomerado infinito em Z2, temos que o
caminho 7 existe quase certamente. Desse modo na rede dual Z2 ira existir dois ou mais

aglomerados fechados infinitos. Portanto, temos que

Pi(A) = 0. (4.5)

Figura 4.3: Os sitios a e b estao em aglomerados abertos infinitos em Z2\ By e os sitios
T e y estao em aglomerados fechados infinitos de Z2\ B} . Um dos seguintes casos podem
ocorrer: (Imagem a esquerda) se houver um unico aglomerado aberto infinito, entao
existe um caminho aberto v ligando a a b, e entao os aglomerados fechados em = e y
sao disjuntos; (Imagem a direita) se houver um tnico aglomerado fechado infinito, entao
existe um caminho fechado v* ligando x a y, e entao os aglomerados abertos infinitos em

a e b sao disjuntos

Por outro lado,

P% (A = P% [(AS N A% N AN A}"\}b)c]
= P(A)" o (A4)° U (A3)° o (A3
< P% [(A?\[)C] + P% [(A?V)C] 4 P% [(A}k\}C)c] + P% [(A}k\}b)c]
_1,1,1 1
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onde a primeira desigualdade ¢ uma propriedade da medida de probabilidade e a segunda

é por causa das Equacoes 1 e ‘) Logo, P%(A) > %, o que contradiz a Equacao 1}

e assim conclufmos que 6(3) = 0. u

Demonstragao. |[Lema

Considere os seguintes conjuntos de sitios em Z? e Z2, respectivamente

Ay = {o=(21,20)€eZ?:0< 2 <n+1,0< x5 <}

11
A, = {o+ (§>§)>$= (x1,22) € Z°: 0 < 2y < n,—1 < 3 <},
os conjuntos de elos em Z? e Z2, respectivamente
G, = {(z,2): 2,7 e, |2 -7 [1=1},

com excecgao aos elos u, v € Z?2, tais que u; = v; = 0ouu; = vy = n+1, parau = (uy, u)

e v = (v1,v9), ou seja, G, € o conjunto de elos entre vizinhos proximos para sitios em A,,;

G: = {(l’*,%*) 337*,.%* € Afw H x* - 35* le 1}7

com excegao aos elos u, v € Z2, tais que us, vy = —1 ouuy = vy = n+ 3%, para u = (uy, up)
e v = (v1,v9), ou seja, G* é o conjunto de elos entre vizinhos proximos para sitios em A¥;

e os subgrafos

S, = AN UG,
Sy = A UG

Denotamos os eventos A,: existe um caminho aberto em S, ligando um vértice do
seu lado esquerdo a um vértice do seu lado direito e A’: existe um caminho fechado em
S} ligando um vértice do seu lado de baixo a um vértice do seu lado de cima.

Temos que
Ann AL =, (4.6)

pois nao pode existir um cruzamento entre um caminho aberto em S,, com um caminho
fechado em S¥ devido a dualidade entre Z* e Z2.

Por outro lado

A, U A = Q, (4.7)
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isto é, A,, ou A* deve ocorrer e ambos formam uma partigao em ).

De fato, suponha que A, nao ocorre. Definimos D o conjunto de sitios de S,, que
estao conectados a sua face esquerda por um caminho aberto. Por uma variante da
Proposicao 7 existe um caminho fechado em Z2 cruzando S* de cima a baixo e que

cruza somente um dos elos de Z? contidos na fronteira de D. Desse modo tal caminho

serd fechado e A% ocorre (veja Figura [4.3)).

Figura 4.4: Ilustragao do fato de que se nao ha caminhos abertos atravessando .5, da

esquerda para a direita, entao ha um caminho fechado cruzando S} de cima para baixo.

Das Equagoes (4.6 e (4.7) temos que
P(An) + Py(A2) = 1 (1)

Observe que P,(A*) = Pi_,(A,), visto que S} é isomorfo a S, e os elos em S} sdo

fechados com probabilidade 1 — p. Logo

Pp(An) + P17p<An) = 17

e em particular
Pi(A,) = L 4.9
{(An) = 5, (19)
para todo n. Veja que o resultado da Equagao (4.9) independe do valor de n e nao foi

utilizado o limite quando n tende ao infinito para obté-lo.

1

Suponha por absurdo que p. > 3. Assim, p = % pertence a fase subcritica onde a

probabilidade de um aglomerado que liga a origem até um vértice na linha L,, = {(n, k) :
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k € Z} decai exponencialmente quando n — o0, ou seja, se p. > %, entao existe ¢ > 0 tal

que

Pi0 o L) < e, (4.10)

2

para todo n, onde na Equacao (4.10)) utilizamos o Teorema [2| Dessa forma

2

Pi(A) < P (U{(O,k)eLn})

P
0

+1)e ™

((0,k) < Ly)

)
1=
D=

VAN
—_
3 |

==

9

quando n — 0. Sendo a primeira desigualdade devido A,, < U {(0,k) < L,}, a segunda
k=0
pela subaditividade da medida de probabilidade e a tultima por causa da Equagao (4.10))

e ao fato de somarmos (n + 1) vezes um valor constante. Assim, Py (A,) = 00 que é uma
contradi¢gao com P% (A,) = % apresentado na Equacao 1' Portanto, p. < % e, desse

modo, provamos o resultado. [ ]

Comentario: Uma diferenca entre os Capitulos 4| e |5 € que no Capitulo 4] consideramos
a Percolacao em Elos em Z? e provamos primeiro que a probabilidade de encontrarmos
um aglomerado infinito considerando os elos abertos com probablidade % é igual a zero e
depois mostramos que o valor do ponto critico é % Enquanto no Capitulo |5[ consideramos
a Percolagio em Lajes em Z? x {0, 1} e vamos discutir um método que prova a auséncia

de percolagao no ponto critico independente do verdadeiro valor dele.
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Capitulo 5

Auséncia de Percolacao no Ponto

Critico na Laje

Neste capitulo expomos os resultados do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius [9]
de 2015. Este artigo trata do caso em que d = 3, N = 2 e do problema da auséncia de
Percolagao no ponto critico, ou seja, na fase critica, considerando o conjunto de vértices
definidos em V' = Z? x {0, 1}, conforme a Segao . A Secao é dedicada para a prova
do Teorema [§ juntamente com resultados auxiliares. Na Se¢ao [5.2] fazemos uma discussao
sobre a construcao dos caminhos mais & esquerda que sao utilizados nas demonstragoes.
Ao final comentamos o resultado mais geral que é uma extensao do resultado do Teo-
rema [7} Este resultado foi provado no artigo de Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion
em [I0] de 2016, isto é, ele demonstra a auséncia de percola¢ao na laje com N niveis

considerando o modelo Bernoulli.

Teorema 7. Nao existe percolagiao de sitios no ponto critico em G = (V,E), com
V =72 x {0,1}, isto ¢,
0(p.) = 0.

Para provar o Teorema 7] precisamos dos resultados abaixo.

Teorema 8. Para G = (V,E), com V = Z? x {0,1}, existe ¢ > 0 com a sequinte

propriedade: para p € (0,1), se existe n tal que
P,(ED(n)) > 1—¢, (5.1)
entdo 6(p) > 0.
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A prova do Teorema [§] estd apresentada na Segao que ¢ toda dedicada a esta

demonstracao juntamente com resultados auxiliares.

Teorema 9. Na Percolagio em Sitios, se 0(p) >0 e G = (V, E), com V =Z? x {0,1},

entao

quando n — 0.

Demonstragao.|Teorema [9]
Este resultado segue direto do ja provado na Proposicao [ utilizando o argumento da

unicidade do aglomerado infinito, a propriedade sanduiche e a Proposigao [0 a seguir. ®

A seguir apresentamos a demonstragdo para o Teorema [7] utilizando os resultados

enunciados nesta Secao.

Demonstragao.[Teorema [7]

Seja p tal que 6(p) > 0, entao pelo Teorema @ temos que

lim P,(ED(n)) = 1.

n—ao0
Agora fixe ¢ como no Teorema 8] Assim, pela defini¢ao de limite, existe N € N tal
que
P,(ED(N)) >1—e¢.

Pela continuidade da familia de medidas (P,)g<p<1 com respeito a p, para todo p' < p

com p proximo de p temos que
Py(ED(N)) >1—e.
Portanto, pelo Teorema |8 temos que
O(p) > 0.
Suponha por absurdo que 6(p.) > 0. Pelo argumento acima existe p; < p. tal que
0(p1) > 0.

Isto é uma contradigao visto que pela Definigao [5| temos que para todo p < p. 0(p) = 0.

Concluimos assim que 6(p.) = 0.
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A continuidade citada acima pode ser explicada considerando v, uma medida em
{0,1}'~ onde I'y = [N, N| x [-N, N] x {0,1} e para E < {0, 1}!~

max vp(E) — vy (E)| — 0,

quando p — p. Mais explicitamente temos que a medida vp ¢ a medida produto em
Q = {0,110 cujas marginais tém distribuicio Bernoulli com parametro p, ou seja,

a medida v, ¢ a restricao da medida P, a I'y. Dal,

v(E) = D 1pw)

wek

= > Jlr[]0-»
(z)=0

wel w(z)=1 w
zel zel

#{meFN:w(z):1}<1 _p)#{xeFN:w(a:):O}' (52)

=D

Observe que a Equacao [5.2] ¢ um polinémio em p o qual é uma funcao continua e
assim se explica a continuidade da familia de medidas (P,)o<p<i1.

Note que toda a argumentacao feita para a apresentacao da prova do resultado do

Teorema (7| nao depende de conhecermos o valor exato de p., ou seja, a demonstracao é

valida independente de qual seja este valor.

5.1 Estimativas tipo RSW e a Prova do Teorema

Nao conseguimos fazer estimativas de cruzamentos esquerda-direita em quadrados
diretamente de forma a obter o Teorema [8| Para a prova deste Teorema usaremos um

resultado analogo porém considerando cruzamentos esquerda-direita em retangulos.

Proposicao 6. Para p € (0,1), se existe n tal que

49

P,(ED(2n,n)) > 0’

(5.3)
em G = (V,E), comV =Z* x {0,1} entdo 6(p) > 0.

A demonstracao desta proposicao é relativamente simples diferentemente da prova
do Teorema [§, por mais surpreendente que possa parecer, pois hd um favorecimento
da geometria do conjunto onde definimos os cruzamentos esquerda-direita. Assim, apos

provar a Proposigao [0] o restante desta se¢ao ¢ dedicado a usa-la para obter o Teorema [§]
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Demonstragao.|Proposicéo [6]

Vamos provar por Indugao Matemaética que para cada m > 1, temos que

1
P,(ED(2™n, 2™n)) < 2—mPp(ED(2n,n)c). (5.4)

Caso base: m = 1.

Seja n > 1, fixemos k definimos os eventos:

Ar = {({—4k) < [k, k] < {0,1}) < ({0} x [k, k] x {0, 1})}
Ay = {({=2k} x [k, k] x {0,1}) < ({2k} x [k, k] x {0, 1})}
Az = {({0} x [k k] x{0,1}) & ({4k} x [k, k] x {0,1})}
By = {([=2k,0] x {k} x {0,1}) < ([-2k, 0] x {=k} x {0,1})}
By = {([0,2k] x {k} < {0,1}) < ([0, 2k] x {=k} x {0, 1})},

veja a Figura para uma ilustragao desses eventos.

A B,

1

AQ A
Bl \3_/

—4k —2k 0 2k 4k

Figura 5.1: Uma representacao dos eventos Ay, Ay, A3, By e By na projecao de Z? x {0, 1}

em Z2. Interligando esses caminhos garantimos a ocorréncia do evento ED(4k, k)

Note que os eventos Ay, As, Az, By, By e ED(4k, k) sao crescentes e que
A1 N A2 M A3 M Bl M BQ - ED(4]€, /{3) (55)

Assim utilizando a Desigualdade de FKG (Teorema, construindo caminhos que conectam-

se e usando a propriedade sanduiche definida na Secao [2.3] obtemos,

Pp(ED(4kJ, kf)) = Pp<A1 N A2 M A3 M B1 M BZ)

> Py(A1)Fy(A2) Py(A3) Py(B1) By(B2)
(P,(ED(2k, k)))* P,(B1) P,(Bz)
[Pp(

P
P,(ED(2k, k))]?, (5.6)

A\
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onde a primeira desigualdade é devido a Equagao ({5.5)), a segunda é por causa de FKG
e a terceira pois P,(B;) = P,(ED(2k,k)) e P,(By) = P,(ED(2k,k)) em virtude do
cruzamento no quadrado de lado 2k ser “mais facil” que o cruzamento no retangulo de
lados 4k por 2k. A igualdade é porque os eventos A;, Ay, A3 caracterizam o mesmo evento,
isto ¢, ED(2k, k), logo P,(A;) = P,(ED(2k,k)), para j = 1,2,3. Da Equagao (5.6)

obtemos
P,(ED(4k, k)¢ <1 — [P,(ED(2k, k))]°. (5.7)
Pela independéncia nos elos de retangulos disjuntos,
D(4k,2k)¢ < ED(4k,k,(0,k))¢ n ED(4k, k, (0, —k))¢,

sendo ED(4k,k, (0,k))¢ e ED(4k, k, (0, —k))¢ notagdes para mostrar que o retangulo de
lados 8k por 2k centrado na origem foi transladado por (0, k) e (0, —k), respectivamente.

Veja a Figura [5.2| E pela invariancia por translagao no modelo de percolacao temos que

P,(ED(4k, k, (O k))¢) = P,(ED(4k,k,(0,—k))°) = P,(ED(4k, k)°), assim temos que
P,(ED(4k, 2k)) < [P,(ED(4k, k)°)]?. (5.8)
Pelas Equacoes e temos que

P,((ED(4k,2k))) < [1 — [P,(ED(2k, k))]*]. (5.9)

49
507 1

P,(ED(2k,k)), vemos que as Equacoes 1)

Para z € [0, 1], temos que (1 — 2%)* < 25(1 — z)?, entdo para z € [ 1], é valido

1
que (1 —2°)? < 1(1 — ). Substituindo =

e implicam
P,((ED(,20))) < 5[1 ~ By(ED(2k, k)]
- %PP(ED(Qk,k)C). (5.10)

E assim fica provado o caso base.
Na Equacao (5.10)) substitua k& = 2™ !n, onde obtemos

1PID(ED(Q%, 2m1In)e). (5.11)

P,((ED(2™"'n,2™n))°) < 5

Hipotese de Inducao:

1

P(ED@"n, 2" 'n)") < oy

P,(ED(2n,n)°).
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(—4k, 2k, 0) (4k, 2k, 0)

<_4k70a 0) S T (4k,0,0)

(—dk, —2k, 0) (4k, —2k, 0)

Figura 5.2: O evento ED(4k,k, (0, k)) existe um cruzamento da esquerda para a direita
na translagao por (0, k) do retangulo B(4k, k) de dimensdes 8k por 2k, este retangulo
transladado por (0, k) é apresentado em branco. O evento ED(4k, k, (0, —k)) existe um
cruzamento da esquerda para a direita na translagao por (0, —k) do retangulo B(4k, k)

de dimensoes 8k por 2k, este retangulo transladado por (0, —k) é apresentado hachurado

Observe que a Equagao (5.11)) implica

P(ED(2™'n, 2™n)) < %PP(ED(an, o))
1 1
< §2m,1(Pp(ED(2nan)c))
1 C
— (B EDEn ),

onde na segunda desigualdade foi utilizada a Hipotese de Indugao. E assim concluimos
a prova por inducao.
Agora que temos a Equacao podemos concluir a prova da Proposigao[6, Considere

o paralelepipedo By = [0,2n] x [0,n] x {0,1} e para k > 1,

B [0,2%n] x [0,2%"1n] x {0,1}, para k fmpar
: [0,2%n] x [0,2n] x {0,1}, para k par.

Para k > 0 e k impar, defina o evento Fj em By
By = {([0,2"n] x {0} x {0,1}) < ([0,2"n] x {2""'n} x {0,1})},

isto é, existe um aglomerado aberto que liga um sitio da face da frente de Bj a um sitio

da face de tras de By. E para k par, defina o evento E}y em By,
Ey, = {({0} x [0,2"n] x {0,1}) < ({2"""n} x [0,2"n] x {0,1})},
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ou seja, existe um aglomerado aberto que liga um sitio da face esquerda de By a um sitio

da face direita de By, veja Figura para ver esses eventos.

(0,2*%n, 0)
= sl
H —f4 =

(0,0,0) (2*K1,0,0) (2°%1,0,0)

Figura 5.3: Representacao dos eventos Ej, para k par e impar

Como P,(Ef) decai exponencialmente em k pela Equagao (5.4)), isto ¢,
C 1 C
P(E) < 5 Py(ED(2n,n)°),

assim, calculando as séries infinitas

0 0
(& 1 (&
Y BED) < X e B(ED(@n,n)) < o,
k=1 k=1

entao pelo Lema de Borel-Cantelli,
P,(E} 1. v.) =0.
Logo,
P,(E}) ocorre para todo k suficientemente grande) = 1.

Dai, pela propriedade sanduiche definida na Secao [2.3] se Ej ocorre para todo k > ky,
ko par, obtemos um aglomerado aberto infinito usando os cruzamentos de baixo para

cima e da esquerda para direita nas caixas By que necessariamente se intersectam, logo

P,(Existe um aglomerado infinito) = 1.

Assim, 6(p) > 0.
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Lembrando que o objetivo desta Se¢ao é provar o Teorema [8], ou seja, se existe € > 0
tal que a probabilidade de encontrarmos um cruzamento esquerda-direita em uma caixa
em Z? x {0,1} é tao proxima de 1, entdo o sistema percola. Temos duas dificuldades
principais que distingue o caso no plano Z? com o caso na laje Z* x {0,1}, na qual
utilizamos a propriedade sanduiche.

Primeira, quando tentamos encontrar conexoes entre caminhos na laje, nao é suficiente
que suas projecoes em Z? se conectem. De fato, as projecoes de dois sitios nao adjacentes
na laje, usando a propriedade sanduiche podemos encontrar que suas projecoes sejam
adjacentes em Z2. Por esta razao vamos “forcar” essas conexoes supondo percolacao e
garantindo o cruzamento esquerda-direita em paralelepipedos na laje de tal forma que a
probabilidade desses cruzamentos dependam de uma constante (Proposi¢ao . Porém
isto nos leva ao segundo problema pois com esta dependéncia da constante dificulta a

convergéncia dessa probabilidade de cruzamento para 1 (Proposigao .

Proposicao 7 (Cota fraca de RSW). Suponha que 0(p) > 0. Entao existe cog > 0 tal
que para todo n,
P,(ED(2n,n)) = c.

Demonstragao.[Proposi¢ao

Considere as seguintes caixas

S1 = [0,n] x [0,n] x {0,1}

,n]
S, — lg,gg]x[o,n]x{o,l}
S3

[gn] v [0, g] x {0, 1}.
A Figura abaixo mostra somente as caixas S;, Sy e S3 na projegao de Z?* x {0,1}
em Z2.

Vamos denotar respectivamente os lados esquerdo, direito, de cima e de baixo de S;

por

Ly {0} x [0,n] x {0,1},
Ry {n} x [0,n] x {0, 1},
Ty = [0,n] x {n} x {0, 1},
By [0,n] x {0} x {0,1}.
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S

(0,0,0)  (5,0,0) (n,0,0) (2,0,0)

O —
S3

Figura 5.4: Representacao das caixas S1, S e S3 na projegao de Z* x {0,1} em Z?

Similarmente definimos L;, R;,T; e B;, para ¢ = 2,3. Veja a Figura para uma ilustra-
¢ao destas definicoes.

Definimos F), o evento em que existe um aglomerado aberto que ligue T3 a Bj co-
nectado por um caminho aberto até R,; G, o evento em que existe um aglomerado
aberto que ligue T3 a Bs conectado por um caminho aberto até Li; H,, o evento em que
existe um aglomerado aberto que ligue L3 a R3. Veja as Figuras [5.6] para uma
representacao destes eventos.

Considere também os eventos

A = {({O}X [0,20] % {0,1}) < ({37”} « [0,2n] {0,1}>}

Az = {({n} x [0,2n] x {0,1}) < ({4n} x [0,2n] x {0, 1})}

{([on 2] < 01 0.0) = ([on 2] s 2 < 00)

Note que P,(A4;) = P,(As) = P,(ED(2*, n)), pela invariancia no modelo de percolagao.

By

Veja a Figura para uma representacao dos eventos A, Ay e By.
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S, |

| ]
| 5 | 3 n,0)

|
|
P
(
Ty R,
' _{ |
LJ'
(0.0.0) —_, —

Figura 5.5: Representagio das caixas S;, S, e S3 na projecao de Z? x {0,1} em Z? da
fita mais a esquerda R e de sua reflexao em torno de T3 denotada por R. A fita U mais
abaixo também é representada. As defini¢oes dos lados das caixas L;, R;, T; e B;, para
1 =1,2,3. Na figura somente o lado direito Ry da caixa S, e o lado de cima T3 da caixa

Ss estao representados

Observe que ED(2n,n) = (A n Ay n By), logo,

P,(ED(2n,n)) = P,(A1nAyn By)
> Fy(A1)Py(A2) Py(By)

[ {oo())
()] e

onde a segunda desigualdade é por FKG e a tltima é porque é “mais dificil” ocorrer o
evento ED(%”, n) do que o evento B devido as dimensoes das caixas onde estao definidos,
isto ¢, By > ED(%,n).
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S

Ry

T

(0,0,0)  (%,0,0) B3 (n,0,0) (2,0,0)

29

O —
S3

Figura 5.6: Uma representagao do evento F,

13

L~

(0,0,0)  (%,0,0) B3 (n,0,0) (2,0,0)

29

O —
S3

Figura 5.7: Uma representacao do evento G,

Veja que ED(%", n) o (F, n G, n H,), e pela propriedade sanduiche temos que

(o0 (3)

WV

Py(Fy n Gy~ H,)

> P(F)Py(Ga) Py(Hy)
— [R(F)PPy(H,)
=°tpm)ep, (B0 (3)).



0,n,0)  (2,1,0) (n,n,0) (2,n,0)
L3/\/R3
(0,0,0)  (5,0,0) (n,0,0) (22,0,0)
T
S3

Figura 5.8: Uma representagao do evento H,

(0,2n,0)

(4n,2n,0)

AT
—

By

A

(0,0,0)

(4n,0,0)

Figura 5.9: Representacao da caixa de dimensoes 4n por 2n na projegao de Z* x {0, 1}

em Z2. Os eventos A, Ay e B estao ilustrados também na projecao

onde a segunda desigualdade é por FKG, a primeira e segunda igualdades é em virtude

da invariancia por translacdo do modelo de percolagdo e porque P,(F,) = P,(G,) e
P,(H,) = P,(ED(%)). Agora precisamos de uma estimativa para P,(F),). Mostraremos

mais adiante no Lema @ que P,(F,) = %4. Vamos por ora utilizar este resultado. Assim,

obtemos que a
3
P, <ED (7”71)) >

=
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onde a primeira desigualdade ¢ devido ao Lema[f] e a segunda por causa do Teorema [9]
para todo n suficientemente grande.

Combinando as Equagoes (5.12)) e (5.13]) temos que para n grande

p24

32768

Assim, existe N tal que a cota inferior vale Yn > N e escolhemos a constante cq de

P,(ED(2n,n)) >

Ct.

modo que

co = min {cl, ( min {Pp(ED(2n,n))}) }

1<n<N-1

Lema 6. Suponha que 6(p) > 0. Para n grande,

4
Py(Fy) = o

Demonstragao.|Lema [6]

Comecamos buscando uma representacao adequada para F), e precisamos introduzir
varias notacoes novas.

Seja T'D um cruzamento de cima a baixo na caixa S3 que toca uma vez somente T3
e Bs. Defina a projecao 7 : Gy — Z2, com Gy = Z? x {0,1} e 7(x,y, 2) = (7,y) e para
cada subconjunto X < Gx temos 7(X) = {m(v) : ¥ € X}. Vamos associar também uma
fita: R(X) ={rveGy:n(v)en(X)}.

Para a fita R de um caminho cruzando de cima para baixo em Ss, associamos a regiao
em S3 a esquerda de R. Esta ¢ uma regiao de S3 (vista como um subconjunto de R?)
que nao contém nenhum sitio de R e que pode ser conectada ao lado direito de S3 por
um caminho sem interceptar R. Iremos denotar a regido a esquerda de R por L(R) e
D(R) seré o evento em que a fita R é a mais a esquerda. A seguir apresentamos duas
propriedades desta construcao que seguem da Proposicao [10] a qual é apresentada mais

adiante.

1. Defina A,, o evento em que existe um caminho aberto autoevitével de cima a baixo

em S3 que pode ser representado como uniao disjunta UD(R) sobre todas as

R
possiveis fitas autoevitéaveis com cruzamento de cima a baixo de S3.

2. Para cada R, o evento D(R) depende somente do estado dos vértices na regiao

L(R) = Ru L(R).
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Qualquer (ndo necessariamente o unico) cruzamento 7'D na fita mais a esquerda nos
chamamos de caminho mais & esquerda.

Vamos decompor A,, sobre os eventos D(R) para um dado n
Pp(An> = EPP(D(‘R))ﬂ (5.14)
R

onde a soma é sobre todas as possiveis fitas atravessando S3 de cima a baixo. Denotamos

a reflexao da fita R em relagao a T3 por

ﬁ = {(I,y,Z) : (I,n—y,z) € R}

Defina G(R) a regido em S, estritamente a direita de R U R, isto &, G(R) é o con-
junto de vértices que podem ser conectados por caminhos abertos a ambos R u Re Rs.
Considere também C(R) o evento que existe um caminho aberto em Sy que conecta o
lado direito Ry a fita R U R. Assim, C(R) é independente de D(R). Entao

Fy(D(R), C(R)) = B,(D(R))FB,(C(R)) = B,(D(R))B,(ED(n)),

pois C(R) > ED(n), e visto que é maior a probabilidade de atravessar o quadrado de
lado 2n da fita R até o seu lado direito do que atravessa-lo por completo da esquerda
para a direita.

Definimos C(R) o evento existe um caminho aberto em G(R) que conecta o lado
direito Ry a fita R e C3(R) o evento existe um caminho aberto em G(R) que conecta o
lado direito Ry a fita B. Pela simetria e invariancia no modelo de percolacao, para um
R fixo, ambos os eventos C1(R) e Cy(R) tem a mesma probabilidade. Como eles sao

eventos crescentes,

B(ED(n)) < B(C(R))
1= P(ED(n)) = 1-E(C(R))
= PB(C(R))

By (Ci(R)* n Ca(R))
> [B(Ci(R))],

onde a ultima desigualdade é por FKG e pelo fato de que P,(C1(R)) = P,(C2(R)). Entao

P(Ci(R) < A/1- P(ED(n))
1~ F(Ci(R)) < 4/1- B(ED(n))

B(Ci(R) > 1-4/1- B (ED(n) >

, (5.15)

N | —
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sendo a ultima desigualdade devido ao Teorema [J] para n suficientemente grande.

Portanto, para n grande,

2, B(D(R), Ci(R)) = ) By(D(R))B,(Cr(R)) = (5.16)
R

R

onde a igualdade é da independéncia entre D(R) e C(R), e consequentemente C}(R), a
primeira desigualdade é pelas Equagcoes e e a segunda também é devida ao
Teorema [Q.

Se o grafo fosse Z?, a demonstragao estaria completa porque D(R) N C}(R) implicaria
F,. Entretanto, em Gy, o caminho usado no evento Cj(R) nao necessariamente tem
que encontrar um cruzamento aberto de cima a baixo em S3 contendo R. Para corrigir
isso, nos precisamos encaixar caminhos usando sitios abertos. Para tal, utilizaremos
alguns eventos independentes. Considere a regiao G(R) a direita de R U R. Definimos
analogamente como antes o cruzamento aberto mais abaixo da esquerda para direita
TD em G(R) e o evento R(T'D) como sendo o tunico cruzamento da esquerda para a
direita mais abaixo em G(R). Vamos dividir o evento D(R) n C1(R) de acordo com a fita
associada ao cruzamento mais baixo: para qualquer cruzamento aberto da esquerda para
a direita U em G(R) denotaremos por D(R,U) o evento que U é a mais baixa das fitas.
De novo, distinguiremos U; e Us, o primeiro como sendo o evento que existe um caminho
aberto em G(R) que conecta o lado direito Ry a fita R e o segundo como o evento que
existe um caminho aberto em G(R) que conecta o lado direito R, a fita R. Os eventos
D(R,U;) e D(R,Us) sao disjuntos, sendo o primeiro ¢ a fita U; mais baixa que conecta

R a Ry e o segundo é a fita U mais baixa que conecta Ra R>. Portanto temos que

P,(D(R),C1(R)) = Y | P,(D(R), D(R,U)) (5.17)

onde a soma ¢é sobre todas as fitas possiveis U que cruzam a regiao G(R) conectando
o lado direito Rs a fita R. Para tais R e U, considere a regido de G(R) acima de U e
incluindo R a qual denotaremos por G(R, U). Note que os eventos D(R) e D(R,U) tem
as configuragoes dos vértices independentes na regiao G(R,U).

Podemos encontrar um caminho deterministico v(R,U) em G(R, U) com pelos menos
2 vértices sendo um deles vizinho de R e o outro de U. Defina A(R,U) o evento que
todos os vértices do caminho (R, U) sao abertos; este evento cria uma pequena conexao
entre as fitas R e U e portanto D(R) n D(R,U) n A(R,U) implica ocorréncia de F,. E

importante ressaltar que o caminho (R, U) seja deterministico e fique inteiramente na
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regiao G(R,U) — o primeiro fato nos permite dar um limite inferior a
B(A(R,U)) = p* (5.18)
e o segundo nos permite separar o estado das outras fitas. Assim,

SN P(D(R) n D(R,U) A A(R,U)),

pois F), DUUD )N D(R,U) n A(R,U).

> 22 RADE), D(RU)) Fy(A(R,U),
pela desigualdade de FKG.

42213 D(R,U))
=p2& R), Ci(R)),

onde a desigualdade é devida a Desigualdade (5.18) e a igualdade pela Equagao (5.17)).
Assim, pela Desigualdade (5.16)) temos que

Para o Corolario [2 abaixo utilizamos a notagdo Ann(m,n) o anel com raio interno
igual a m e raio externo de tamanho n, isto é, Ann(m,n) = B(n)\B(m), sendo B(m) =

[-m,m]? x {0,1}. Veja na Figura a seguir uma representacao destes elementos.

Corolario 2. Para cada n, defina A, o evento existe um circuito aberto ao redor da

origem em Ann(n,2n). Suponha que 6(p) > 0. Entao eziste ¢ > 0 tal que para todo n,

Pp(Ap) = 2.

Demonstragao.[Corolario [2| A prova é um argumento padrao de conexao de caminhos

ja utilizado na demonstragao da Proposigao [7] [ |

Proposigao 8 (Cota forte de RSW). Suponha que 6(p) > 0. Entao
P,(ED(2n,n)) — 1, quando n — . (5.19)
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Figura 5.10: Representagao do anel Ann(m,n) = B(n)\B(m) e do circuito aberto ao
redor da origem A, na projecao de Z* x {0,1} em Z2. O ponto no centro da figura ¢ a

origem

Demonstragao.|Proposicao

Pela Desigualdade ¢ suficiente mostrar que o limite da probabilidade P, (E’ D (37”, n))
é igual a um. Defina 51,55 e S3 como na prova da Proposi¢ao [7} Note que pela
Desigualdade ¢ o Teorema [J] para provar a Equagao basta mostrar que
P,(F,) — 1, onde F,, é o evento existe um aglomerado aberto de cima a baixo em S;
conectado em S, por um caminho aberto ao lado direito Ry de S;. Para mostrar isto,
vamos fazer a mesma decomposigdo como usada no Lema [6] Relembre as definigoes de
R,R,A,,U,C(R),Ci(R), D(R) e G(R) apresentadas no Lema @

A partir daqui ainda precisamos introduzir uma nova notacao. Assim, vamos dividir

a fita R em dois pedacos, o de cima e o de baixo
Rg = Rn [g,n] X [0,%] x {0, 1}
Rr = Rn [g,n] X [%,g] x {0, 1}.

Considere o evento C (Rr) existe um caminho aberto em G(R) que conecta o lado direito
Ry ao pedago Rr e o evento C(Rp) existe um caminho em G(R) que conecta o lado

direito Ry ao pedago Rp. Note que

Cl(R) = Cl(RT> ) Cl(RB)
e equivalentemente

Ci1(R)¢ = C1(Rr)° n C1(Rp)",

assim, como C1(Rr) e C1(Rp) sdo eventos crescentes entdo pela desigualdade de FKG
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temos que
Bp(Ci(Rr)%) Po(Ci(RB)%) < B(Ci(R)Y). (5.20)

Pela Equagao (5.15)) temos que

P,(Cy(Rr)%) P)(Ci(Rp)° \/1 — P(ED(n)). (5.21)
Observe que da Equacio obtemos
min{ P, (C1(Rz)°), B(C1(Rp))} < (1= B,(ED(n)))+.
Equivalentemente,
max{P,(Cy(Rr)), Bp(C1(Rp))} = 1~ (1 = B(ED(n)))1. (5.22)

Vamos supor que o maximo na Equacao seja P,(C1(Rp)). Caso nao seja, basta
substituir nos argumentos seguintes o caminho aberto mais abaixo conectando Ry ao Rp
por caminho aberto mais acima conectando Ry ao Rp. Vamos escrever Cj(Rpg) como
a unido disjunta de eventos do tipo D(R,U) como anteriormente, porém, neste caso,
utilizando somente as fitas U em G(R) que estao conectando o lado direito Ry ao pedago
da fita Rp

P,(Cy(Rp)) ZP

Dependendo da configuracao de R e U escolhemos um vértice deterministico v cuja
distancia a ambos R e U seja de no méaximo 2 unidades (veja Figura[5.11)). Considere os

aneis centrados em v denotados por Anni, Anns, ..., Anny, para k = [% ln(n)J
Ann; = B(v; 27 )\B(v; 27),

onde B(v;l) ¢ a caixa [—1,1]* x {0, 1} transladada para ter seu centro em v.
Considere G(R, U) a regiao de Sy acima de U e a direita de R U R. Denotamos
H,(R,U) o evento existe um caminho aberto em Ann; n G(R, U) que contém os vértices

(x1,41,0) e (21,1, 1) adjacentes a R e os vértices (2, y2,0) e (2,92, 1) adjacentes a U.

Afirmacao 1. Euxiste ¢ > 0 tal que para todo j,n e escolhas de R e U,

P,(H;(R,U)) > c. (5.23)
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Lf

Ann;

" ToR,

Figura 5.11: Representagao dos aneis Ann;

Note que para qualquer j, a ocorréncia de H;(R,U) n D(R,U) n D(R) implica ocor-

réncia de F),. Portanto,

B,(F,) = ZZP D(R,U), F,,)
> ZZP D(R,U),H;(R,U) ocorre para algum j)
> ¥1—c%ln(”):EZP D(R,U))
— :1 - cilnw_ ZP P,(Cy(Ry))

sendo a primeira desigualdade por causa de F, o U U

> [1-chmm [1 - \4/1 - Pp(ED(n))] P(ED(n)),

)n D(R,U) n F,), a se-

gunda devido a F,, o (D(R) n D(R,U) n H;(R, U)) para algum j, a terceira ao fato
da independéncia dos Hjs e a igualdade usa a independéncia entre D(R) e D(R,U). A

tltima expressao converge a 1 quando n — oo pelo Teorema [9| e portanto

P,(F,) — 1.
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Demonstracao.|Afirmacao 1| Qualquer caminho em Ann; N é(R, U) que contém um
vértice adjacente a R e um adjacente a U chamaremos de um quarto do circuito. Assim
como no caso de um caminho aberto mais a esquerda em uma caixa, nés podemos definir
uma Unica fita mais no interior. Denotamos In(R,U, W) o evento em que W é tal fita
mais no interior em Ann; N é(R, U) (veja Figura . Vamos denotar como antes
Wi e Wa, e os eventos In(R,U,Wi) e In(R,U,W5) s@o disjuntos. Além disso o evento
In(R,U,W) depende somente dos estados de configuragdo dos vértices em W ou em
seu “interior”. Neste evento podemos identificar caminhos deterministicos v, (R, U, W) e
Y2(R, U, W) no “exterior” de W tal que o primeiro caminho contenha um vértice adjacente
a W e um adjacente a R, e o segundo caminho contenha um vértice adjacente a W e
um adjacente a U, e ambos os caminhos tem tamanho até igual a 2 unidades. Considere
J(R,U, W) o evento todos os sitios dos caminhos v, (R, U, W) e vo(R, U, W) sao abertos.
Note que J(R,U, W) implica evento H;(R,U). Portanto

P(H;(R,U)) = ) F(In(R,UW))
w

> > B(In(R,UW),J(R,UW))
w
> pgzpp(]n(RanW))
w
= pSPP(Cj)’

onde C; ¢ o evento existe um circuito aberto em torno de v no anel Ann;. Mas esta
probabilidade ¢é limitada inferiormente e uniformemente por uma constante cs > 0 pelo

Corolario [2I

5.2 Construcao do caminho mais a esquerda

Nesta Secao expomos as ideias para a construgao da fita R mais a esquerda, que é
tinica, obtida a partir da projecao dos caminhos de Z?* x {0,1} em Z? porém o caminho
em Z? x {0, 1} associado a esta fita R pode ndo ser tnico.

Seja v = (vg, ..., v;) um caminho em B(n) = [0,n]* x {0,1}. 4 é um caminho (ou
cruzamento) de cima para baixo em B(n) se vy é um sitio da face de cima de B(n)

denotada por [0,n] x {n} x {0, 1}, vx ¢ um sitio da face de baixo de B(n) denotada por
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[0,n] x {0} x {0,1} e nenhum outro vértice de v esta nas faces de cima e de baixo de
B(n).

Da definicao de caminho autoevitével apresentada na Secao definimos que o ca-
minho 7 ¢ fortemente autoevitdvel se w(v;) = m(v;) implicar |i — j| < 1, sendo 7(-) a
projecao definida na demonstragdo do Lema [l Note que se v é um caminho fortemente
autoevitavel entao ele também sera autoevitavel.

O Lema [7] abaixo é uma consequéncia importante da propriedade sanduiche. Este
lema garante a existéncia de um caminho fortemente autoevitavel que ligue B(n) de
cima para baixo dado que exista um caminho qualquer que ligue B(n) de cima para

baixo.

Lema 7. Se existe um caminho aberto com cruzamento de cima para baizo de B(n) em
Z? x {0,1}, dada uma configura¢io w, entio existe um caminho aberto com cruzamento

de cima para baixo de B(n) o qual € fortemente autoevitdvel.

Vamos dar uma ideia da prova do Lema[7] A partir de um caminho 7 qualquer com
cruzamento de cima para baixo em B(n) conseguimos retirar seus loops, caso existam,
para torna-lo fortemente autoevitavel.

Considere a partir de agora somente os caminhos v fortemente autoevitéveis com
cruzamento de cima para baixo em B(n). E para cada 7 associamos as suas projegoes
7(y) no subconjunto 7(B(n)), ou seja, w(y) = (7w(vg),...,m(vx)). Note que 7(y) em
7m(B(n)) pode nao ser um caminho, tendo assim vértices duplicados (que na projecao
coincidem). Porém conseguimos remover estes vértices duplicados de forma a obter um
caminho 7 () que é autoevitavel em 7w(B(n)). Seja C(n) o conjunto dos caminhos abertos
autoevitaveis com cruzamento de cima para baixo em 7(B(n)).

Para qualquer caminho 7§ € C(n) consideramos o caminho continuo em R? obtido a
partir de conexoes de vértices sucessivos. Fazemos isto para obtermos a curva de Jordan a
partir do caminho 7, denotada por C5, que consiste em uma curva continua fechada. Veja
a Figura abaixo. Pelo Teorema da curva de Jordan, o conjunto R*\C5 é composto
de duas partes: uma limitada (o interior da curva) e uma ilimitada (o exterior da curva).
Vamos denotar L(7) a parte limitada da curva de Jordan construida a partir do caminho
.

Vamos definir agora o caminho mais & esquerda. Seja o caminho 7 € C(n) qualquer,

denotamos D(7) o evento onde as duas condiges seguintes sao verdadeiras:

i) Existe um caminho ~ fortemente autoevitavel com cruzamento de cima para baixo

em B(n) tal que 7(y) = 7.
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Figura 5.12: Representagao da curva de Jordan Cs (curva em negrito) em R?. A parte

hachurada é o interior da curva e a parte em branco é o exterior

ii) Nao existe nenhum caminho 7 fortemente autoevitavel com cruzamento de cima

para baixo em B(n) tal que a regido a esquerda L(w(7)) é estritamente contida em

L(3).
Proposicao 9. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

1. O evento =,, = {exziste um caminho com cruzamento de cima para baizo em B(n)}
€ a uniao disjunta sobre todos os caminhos abertos autoevitdveis com cruzamento
de cima para baixo em B(n), isto €, U D).

7€C(n)
2. Para cada caminho 5 € C(n), o evento D() depende somente do estado dos vértices

na regiao
XF) =7 {u:u é um vértice de 3} v {u:ue L(F)}),

ou seja, X () € o conjunto de vértices que sao projetados em 3 (caminho autoevi-

tavel) ou sao os vértices a esquerda de 7.

Vamos esbogar a prova da Proposicao [9] O item 2 segue de imediato da definigao do
evento D(¥) porque tanto o caminho ¥ quanto qualquer caminho 7 devem ter todos os
vértices em X (7).

Para provar o item 1, tomamos os caminhos diferentes 7 e 7 em C(n), ou seja, 5

e T sao caminhos abertos distintos autoevitaveis na proje¢do com cruzamento de cima
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para baixo em B(n). Os eventos D(5) e D(7) nao podem ocorrer simultaneamente.
Para mostrar isto ¢ utilizado um argumento por contradi¢do supondo que D(¥) e D(T)
ocorrem concomitantemente. Como os caminhos ¥ e 7 sao diferentes, entao a curva
de Jordan construida a partir do caminho ¥, denotada por C%, nao é igual a curva
de Jordan construida a partir de 7, denotada por C;. Define-se D(n) o conjunto dos
caminhos fortemente autoevitaveis com cruzamento de cima para baixo em B(n) (esses
caminhos néo necessariamente sdo abertos). Conseguimos construir y € D(n). Para
maiores detalhes desta construgao sugerimos uma leitura atenta da Segao 4 do artigo [9].

A Proposicao abaixo é quase a mesma coisa que a Proposicao [9] trocando os ca-
minhos abertos autoevitaveis com cruzamento de cima par baixo em 7 (B(n)) por fitas
distintas autoevitaveis que tenham projegoes diferentes. Considere a fita R = R(vy) =
{v e B(n) : m(v) € m(v)} autoevitavel com cruzamento de cima para baixo em B(n)

e definimos o evento D(R) = U D(7 (7)), sendo a unido feita sobre todos os caminhos

autoevitaveis 7 com cruzamento de cima para baixo em B(n) com R(7) = R. Seja L(R)

a uniao de todas as regioes 71 (L(%(7))) para qualquer caminho 7.
Proposicao 10. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras.

1. O evento =, = {existe um caminho com cruzamento de cima para baizo em B(n)}
€ a uniao disjunta sobre todas as fitas autoevitdveis com cruzamento de cima para
baizo de B(n), ou seja, UD(R).

R

2. Para cada fita R, o evento D(R) depende somente do estado do vértice na regiio

L(R) = R U L(R).

A partir de um exemplo vamos expor a veracidade da Proposicao Fixe a fita
R autoevitével. Para o evento D(R) ocorrer, tem que existir um caminho aberto em
Z? x {0,1} na fita R conectando um sitio na face de cima a um sitio na face de baixo
de B(n). Se todos os sitios a esquerda de R que estao na regido L(R) forem fechados,
somente isto nao garante que a fita R serda a mais a esquerda.

De fato, considere agora um outra fita R autoevitavel, diferente da fita R, entao
teremos os eventos D(R) e D(R) disjuntos. Veja a Figura abaixo um exemplo para
as fitas R e R.

Observe que a regiao a esquerda de R e R sdo iguais, isto ¢, L(R) = L(ﬁi) Para R ser

a fita mais a esquerda, necessariamente precisamos usar os 3 sitios “fora da linha reta”.
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Figura 5.13: Considere as fitas R e R (ja projetadas em Z?). Nas fitas R e R, a linha
em azul representa os sitios abertos em Z? x {0, 1} que estao no nivel 1, a linha em preto
representa os sitios abertos em Z? x {0, 1} que estdao no nivel 0, e o sitio em vermelho ¢é
onde tem a mudanga de nivel (do nivel 1 ao nivel 0), isto &, os sitios nos niveis 1 e 0 da

laje localizados na projecao em vermelho tem que estar ambos abertos

Este exemplo mostra que para a fita R ser a mais & esquerda nao depende somente
dos sitios localizados na regiao L(R), mas também o caminho tem que usar todos os
sitios.

Se nao tivéssemos os dois niveis, ou seja, se o problema fosse em 72, R nunca seria o
caminho mais & esquerda. Porém, considerando Z? x {0, 1}, o caminho cuja projegao em
Z? & a fita R, pode nao ser o caminho mais & esquerda, precisando assim dos sitios “fora
da linha reta” da fita R para que ela possa ser o caminho mais a esquerda.

Concluimos assim que a ocorréncia do evento D(R) depende nao somente da regiao
L(R) como também na propria escolha da fita R e como é a configuracao dos sitios
da fita R. E em Z? quando duas fitas R e R tém a mesma regiao a esquerda, isto é,
L(R) = L(]/%), somente uma delas serd a mais a esquerda. Além disso, em Z? a propria
regiao L(R) define se o evento D(R) pode ocorrer ou ndao. Porém isto pode nao ocorrer
em Z? x {0,1}. O exemplo anterior mostra exatamente isso: dois caminhos com a mesma
regiao a esquerda mas a ocorréncia da fita mais a esquerda pode ocorrer para ambos.

A seguir vamos expor um comentario sobre o principal resultado do artigo de Duminil-

Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] de 2016, que discute a auséncia de percola¢ao no
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ponto critico considerando o modelo definido na laje com NN niveis, isto é, o grafo conside-
rado onde constroi-se os caminhos em Z* x {0, 1, ..., N —1}. Este resultado apresentamos
abaixo no Teorema cujo enunciado é muito parecido com o do Teorema [7] As dife-
rengas sao no grafo em si e no tipo de percolagao: em um tem-se 2 lajes e considera-se

percolacao nos sitios (Teorema [7)) e no outro tem-se N lajes e considera-se percolagao

nos elos (Teorema [10)).

Teorema 10. Nao existe percolagao de elos no ponto critico em Gy = (V, Ex), com
Vy = 7% x{0,1,...,N — 1}, isto ¢,

0(p.) = 0.

No artigo [10] o modelo de percolagao é construido considerando o modelo Bernoulli
onde os elos em Z? x {0,1,...,N — 1} tem probabilidade p € [0,1] de estar aberto e
probabilidade 1 — p de estar fechado. Também é considerada independéncia entre o
estado dos elos. No mesmo artigo afirma que a prova que generaliza o resultado para
a percolacio em lajes para um subconjunto em Z¢ é bem parecida, com as devidas
adaptacoes, isto é, considerando um grafo qualquer da forma Z? x G, onde G ¢é finito.
Isto inclui o caso em que G = {0,1,..., N — 1}972 para d > 3.

Uma situagao importante realgada pelos autores Duminil-Copin, Sidoravicius e Tas-
sion em [10] é o fato de Z* x {0,1,..., N — 1}%72 aproximar Z? quando N tende para
infinito, e assim sugerir que a auséncia de percolacao na laje no ponto critico poderia ser
um indicio da solugao do problema original da auséncia de percolagao no ponto critico
em Z<.

A ideia da demonstracao do Teorema ¢ bem parecida com a que é feita para o
Teorema Supde-se que #(p) > 0 e a partir disto constroi-se um critério de tamanho
finito o qual ¢ suficiente para a ocorréncia de percolagao. Pela continuidade da medida de
probabilidade toma-se um parametro p suficientemente proximo de p onde o tal critério
¢ satisfeito, onde conclui-se que 6(p.) = 0.

Como na prova do Teoremal[7], precisa-se conectar caminhos para mostrar o resultado e
para isso utiliza-se um resultado que permite conectar caminhos em Z? x {0, 1,..., N —1}
com probabilidade proxima de um. No artigo [I0] este resultado é chamado de Lema
gluing, usando a ideia da conexao de caminhos. Neste artigo aplica-se o argumento de
construcio de blocos onde a percolacio ocorre para um valor p* proximo de p. O Lema
gluing fornece uma resposta para uma dificuldade encontrada ao fazer renormalizacao

em 3 dimensoes.
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