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Resumo

De forma geral, Percolação consiste no estudo de conectividade em grafos aleatórios.
Um evento de interesse, por exemplo, é a existência de aglomerados infinitos e o objetivo
pode ser o cálculo de sua probabilidade. Atualmente, temos uma vasta literatura sobre o
assunto. Este trabalho trata do ambiente em Zd utilizando a rede reticulada quadrada,
além de apresentar resultados e definições importantes da literatura tal como modelo
de percolação em elos, sítios e lajes, o teorema da existência e unicidade do aglomerado
infinito e a proposição que relaciona modelos de percolação em elos e sítios.

Na área de percolação, existem alguns problemas em aberto, como a existência do
aglomerado infinito em Zd, para 3 ď d ď 18, considerando a probabilidade do elo (ou
sítio) estar aberto igual ao que chamamos de ponto crítico, denotado por pc. Este ponto
crítico é o parâmetro de transição de fase, o qual separa o espaço de parâmetros entre
existência ou não de aglomerados infinitos.

O objetivo da dissertação é apresentar, de forma acessível e autocontida, o resultado
do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius em [9] de 2015, que trata da ausência
de percolação no ponto crítico considerando o modelo definido na laje com dois níveis,
isto é, Z2 ˆ t0, 1u. Apresentamos, também, um outro resultado da literatura, o artigo
de Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] de 2016, que discute a ausência de
percolação no ponto crítico considerando o modelo definido na laje com N níveis, sendo
N um número natural, ou seja, Z2 ˆ t0, 1, . . . , N ´ 1u.

Palavras-Chaves: percolação em sítios, percolação em elos, percolação em lajes, per-
colação crítica, transição de fase.
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Abstract

In general, Percolation consists of the study of connectivity in random graphs. An
event of interest, for example, is the existence of infinite clusters and the goal may be
to calculate its probability. We currently have a vast literature on the subject. This
work deals with the environment in Zd using the square grid, in addition to presenting
important results and definitions of the literature such as percolation model in bonds,
sites and slabs, the existence and uniqueness theorem of the infinite cluster and the
proposition that relates percolation models in bonds and sites.

In the percolation area, there are some open problems, such as the existence of the
infinite cluster in Zd, for 3 ď d ď 18, considering the probability that the bond (or site)
is open equal to what we call the critical point, denoted by pc. This critical point is the
phase transition parameter, which separates the parameter space between the existence
of infinite clusters or not.

The aim of the dissertation is to present, in an accessible and self-contained way, the
result of the Damron, Newman and Sidoravicius article in [9] of 2015, which deals with
the absence percolation at the critical point considering the model defined in the slab
with two levels, that is, Z2 ˆ t0, 1u. We also present another result of the literature,
the Duminil-Copin, Sidoravicius and Tassion article in [10] of 2016, which discusses the
absence percolation at the critical point considering the model defined in the slab with
N levels, where N is a natural number, that is, Z2 ˆ t0, 1, . . . , N ´ 1u.

Keywords: site percolation, bond percolation, slab percolation, critical percolation,
phase transition.
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Capítulo 1

Introdução

O modelo de Percolação foi definido inicialmente na década de 50, por Broadbent em
1954 no artigo [5] e Broadbent e Hammersley em 1957 no artigo [6]. O exemplo clássico
é o movimento de um fluido em um meio poroso, cujo exemplo mais básico é o café. A
água quente é o fluido e o meio poroso é o pó do café, onde percolar significa que o fluido
conseguiu percorrer o meio poroso e o modelo de percolação são os caminhos encontrados
por ele neste meio.

Como ilustração dos problemas básicos de percolação, utilizaremos a rede reticulada
quadrada em Zd, com d ą 0, onde pode-se modelar o problema considerando a Percolação
em Elos (ou arestas) e em Sítios (ou vértices).

Na Percolação em Elos, todos os sítios são considerados abertos e cada elo tem pro-
babilidade p de estar aberto e probabilidade 1 ´ p de estar fechado. Analogamente, na
Percolação em Sítios, todos os elos são considerados abertos e um sítio tem probabilidade
p de estar aberto e probabilidade 1´p de estar fechado. Nos dois tipos de Percolação cita-
dos anteriormente, considera-se os estados dos Elos na primeira (e dos Sítios na segunda)
independentes. Nestes casos o modelo de percolação consiste na coleção de caminhos
conectando elos/sítios abertos e vizinhos no reticulado.

Generalizações destes modelos podem ser propostas, como o modelo em que tanto os
elos quanto os sítios podem estar abertos ou fechados com certa probabilidade p. Outra
proposta é a probabilidade do elo estar aberto depender do estado do elo e a probabi-
lidade do sítio estar aberto depender do estado do sítio. Percolação nesses modelos é o
estudo de conectividade entre sítios por caminhos abertos. É possível mostrar matema-
ticamente que a Percolação em Sítios é mais geral que a Percolação em Elos através de
uma transformação que relaciona os sítios de um modelo com os elos de outro.
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Intuitivamente, podemos considerar os seguintes exemplos: para o modelo de Perco-
lação em Elos, considere que temos uma rede de canos, esses representando os elos, onde
cada cano tem probabilidade p de estar aberto e probabilidade 1 ´ p de estar fechado.
Se injetarmos água em um determinado cano, estamos interessados em saber qual é a
probabilidade da água chegar em um outro cano da nossa rede. E mais ainda, estamos
interessados em calcular a probabilidade de haver uma ligação de canos abertos infinita
por onde esta água irá passar; para o modelo de Percolação em Sítios, considere uma
floresta onde cada árvore será o sítio do modelo e tem probabilidade p de estar suscetível
a contrair uma doença e tem probabilidade 1 ´ p de não estar suscetível a contrair a
mesma. Considerando que uma árvore está infectada, ela transmite a doença às árvores
vizinhas a ela que são suscetíveis de contrair a mesma. E estas suscetíveis que foram
infectadas passam a doença a seus vizinhos propensos. Estamos interessados em calcu-
lar a probabilidade de termos uma região de infinitas árvores infectadas. E mais ainda,
estamos interessados em calcular a probabilidade de haver infinitas árvores infectadas.

Nos exemplos acima, a “ligação” no primeiro e a “região” no segundo são noções intui-
tivas do que é conhecido como aglomerado. Segundo Kesten [20], a principal questão na
Teoria de Percolação é relativa à distribuição da variável aleatória tamanho do aglome-
rado contendo um determinado sítio, a qual pode ser entendida como o número de elos
(sítios) no aglomerado na Percolação em Elos (Sítios), em particular na sua dependência
com os estados (aberto ou fechado) dos elos e sítios. Em especial, deseja-se calcular
as probabilidades de existir um aglomerado infinito no modelo considerado. Quando o
tamanho do aglomerado é infinito, dizemos que o sistema percola com probabilidade p.
Considerando p “ 0, a probabilidade de percolação é igual a zero, isto é, não haverá
nenhum elo (ou sítio) aberto e, portanto, não haverá aglomerado infinito; se p “ 1, a
probabilidade de percolação é igual a um, ou seja, todos os elos (ou sítios) estarão aber-
tos e assim toda a rede reticulada estará aberta e teremos com certeza um aglomerado
infinito. Conforme a probabilidade p cresce, espera-se que a probabilidade de haver um
aglomerado infinito aumente ou permaneça a mesma. Isto de fato ocorre e existe um
valor limite, que denotaremos por pc, onde a probabilidade de percolar deixa de ser zero
para p ą pc e passa a ser um valor positivo. Ao valor pc damos o nome de ponto crítico
ou probabilidade crítica.

Para d “ 2 ou d ě 19 a probabilidade de percolação no ponto crítico em Zd para
qualquer tipo de rede (quadrada, triangular, hexagonal, etc) é igual a zero, este é um
resultado conhecido na literatura e pode ser encontrado em [16], [17] e [21]. Investigações

2



no sentido de demonstrar, para o caso em que 3 ď d ď 18, qual é o comportamento
da probabilidade de percolação no ponto crítico em Zd para qualquer tipo de rede é
uma das linhas de investigação importantes atualmente na área de Percolação. Nesse
sentido, no artigo de Damron, Newman e Sidoravicius em [9] os autores investigaram o
que ocorre quando consideramos a Percolação de Sítios em Lajes para d “ 3 com dois
níveis, isto é, Z2ˆt0, 1u. Os autores mostraram que não ocorre percolação no ponto crítico
considerando o cenário descrito, o que pode ser visto como uma primeira evidência e um
passo inicial para uma generalização deste resultado em Z3 para a percolação de sítios.
Neste mesmo sentido, no artigo de Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] os
autores fazem uma demonstração mais geral da apresentada no artigo [9] na tentativa de
generalizar o resultado de não percolação no ponto crítico em Z3, para isso eles consideram
a Percolação de Elos em Lajes para d “ 3 com N níveis, isto é, Z2 ˆ t0, 1, . . . , N ´ 1u,
com N ě 1, mostrando que não há percolação no ponto crítico no cenário anterior para
a percolação em elos.

O objetivo da dissertação é apresentar toda a problemática descrita acima com ri-
gor matemático e os resultados dos artigos citados apresentando no final a prova para
o resultado do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius em [9] de forma acessível e
autocontida.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2, definimos o modelo
de Percolação em Elos e Sítios em Zd e o modelo de Percolação na Laje. Dedicamos a
esse capítulo a definição de grafo e alguns termos relacionados para assim na Seção 2.4,
provarmos que a Percolação em Sítios é mais geral que a Percolação em Elos. No Capí-
tulo 3, apresentamos os resultados da literatura sobre percolação que serão utilizados nos
capítulos seguintes. No Capítulo 4, provamos a ausência de percolação no ponto crítico
no modelo de Percolação em Elos em Z2 e calculamos explicitamente que o valor do ponto
crítico neste caso é 1

2
. No Capítulo 5, tratamos exclusivamente do modelo de Percolação

na Laje e demonstramos os resultados do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius
em [9] o qual trata da ausência de percolação no ponto crítico considerando duas lajes
com o modelo de Percolação em Sítios. Além disso enunciamos o resultado da ausência
de percolação no ponto crítico considerando N lajes o qual é apresentado no artigo de
Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] considerando o modelo de Percolação em
Elos.
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Capítulo 2

Definições dos Modelos

Considere um grafo G, o qual é formado por um conjunto de sítios denotado por V e
um conjunto de elos denotado por E Ă V ˆ V , com a hipótese de que G é conexo, isto é,
todos os pares de sítios estão ligados por um caminho de elos.

Neste Capítulo, apresentamos alguns conceitos, notações e resultados referentes ao
modelo de Percolação em Elos e Sítios quando V “ Zd. Quando V “ Z2ˆt0, 1, . . . , N´1u,
chamamos de modelo de Percolação em Lajes. Nos três tipos de modelos citados E,
coincide com o conjunto de elos conectando vizinhos próximos. Na Seção 2.4, explicamos
noções da Teoria de Grafos utilizando alguns exemplos e a proposição que transforma
um problema da Percolação em Elos em um problema da Percolação em Sítios.

2.1 Percolação em Elos em Zd

No grafo G, para V “ Zd e E “ Ed “ tpx, yq : x, y P Zd e ‖x ´ y‖1“ 1u, onde

‖x´y‖1“

d
ÿ

i“1

|xi´yi|, sendo x “ px1, x2, . . . , xdq e y “ py1, y2, . . . , ydq. Seja X :“ tXe, e P

Edu uma família de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas com
distribuição comum de Bernoulli com parâmetro p P r0, 1s, isto é,

PEpXe “ 1q “ p e PEpXe “ 0q “ 1´ p,

sendo que tXe “ 1u é o evento em que o elo e está aberto e tXe “ 0u é o evento em que
o elo e está fechado. PE é a medida de probabilidade associada a X .
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De maneira mais formal, o espaço amostral é ΩE “ t0, 1u
Ed , cujos elementos são da

forma ω “ tωpeq : e P Edu é também chamado de espaço de configurações, sendo que
ωpeq “ 1 indica que o elo e está aberto e ωpeq “ 0 corresponde ao elo e está fechado;
a σ-álgebra FE em ΩE é a gerada pelos conjuntos cilíndricos de ΩE, isto é, Γ Ă ΩE é
cilíndrico se existem n ě 1, e1, e2, . . . , en P Ed e b1, b2, . . . , bn P t0, 1u tal que

Γ “ tω P ΩE : ωpe1q “ b1, ωpe2q “ b2, . . . , ωpenq “ bnu.

Seja ω P ΩE. O caminho γ em G será a sequência γ “ pv0, e1 “ e, . . . , eν , vνq em
G sendo v0, v1, . . . , vν os vértices em G e e1, e2, . . . , eν os elos em G tal que o elo ei`1

tem os vértices vi e vi`1 em suas extremidades, para i “ 1, 2, . . . , ν. Chamamos v0 e vν ,
respectivamente, o vértice inicial e final do caminho γ e dizemos que γ é um caminho
de v0 até vν . O caminho γ será considerado aberto quando todos os elos e sítios dele
estão abertos. O aglomerado aberto Ce “ Cpe, ωq no elo e é a união de todos os elos
e sítios que pertencem a algum caminho aberto γ “ pv0, e1 “ e, . . . , eν , vνq em G, com
e1 “ e, e1, . . . , eν são os elos do grafo G e v0, . . . , vν são vértices de G, onde todos os ei
são abertos, tais que ei`1 é um elo cujas extremidades são os vértices vi e vi`1, com v0

(vν) são os vértices inicial (final) do caminho γ. Dizemos que um aglomerado é infinito se
ele tem um caminho com infinitos elos abertos. Vamos denotar |Ce| a variável aleatória
tamanho do aglomerado que contém o elo e, a qual conta o número de elos abertos do
aglomerado Ce.

2.2 Percolação em Sítios em Zd

No grafo G, para V “ Zd e E “ Ed “ tpx, yq : x, y P Zd e ‖x ´ y‖1“ 1u, onde

‖x´ y‖1“

d
ÿ

i“1

|xi´ yi|, sendo x “ px1, x2, . . . , xdq e y “ py1, y2, . . . , ydq. Seja Y :“ tYv, v P

Zdu uma família de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas com
distribuição comum de Bernoulli com parâmetro p P r0, 1s, isto é,

PV pYv “ 1q “ p e PV pYv “ 0q “ 1´ p,

sendo que tYv “ 1u é o evento em que o sítio v está aberto e tYv “ 0u é o evento em que
o sítio v está fechado. PV é a medida de probabilidade associada a Y , ou seja, PV é a
medida produto em ΩV cujas marginais têm distribuição Bernoulli de parâmetro p.
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De maneira mais formal, o espaço amostral é ΩV “ t0, 1u
Zd , cujos elementos são da

forma ω “ tωpvq : v P Zdu, é também chamado de espaço de configurações, sendo que
ωpvq “ 1 indica que o sítio v está aberto e ωpvq “ 0 corresponde ao sítio v está fechado;
a σ-álgebra FV em ΩV é a gerada pelos conjuntos cilíndricos de ΩV , isto é, Γ Ă ΩV é
cilíndrico se existem n ě 1, v1, v2, . . . , vn P Zd e b1, b2, . . . , bn P t0, 1u tal que

Γ “ tω : ωpv1q “ b1, ωpv2q “ b2, . . . , ωpvnq “ bnu.

Seja ω P ΩV . Um aglomerado aberto é uma coleção maximal de sítios abertos conec-
tados por caminhos entre vizinhos. Denotamos o aglomerado no sítio x do grafo G por
Cx “ Cpx, ωq. Se o sítio x é fechado, então Cx “ H. Se o sítio x é aberto e todos os seus
vizinhos são fechados, então Cx “ txu. Dizemos que um aglomerado é infinito se ele tem
infinitos sítios abertos. Vamos denotar |Cx| a variável aleatória tamanho do aglomerado
que contém o sítio x, a qual conta o número de sítios abertos de Cx. Denotaremos por C0

e |C0| respectivamente o aglomerado que contém a origem e o tamanho do aglomerado
da origem.

Denotaremos tx Ø yu o evento x está conectado a y por um caminho aberto. Para
todo ω P ΩV , tx Ø yu é uma relação de equivalência, isto é, para quaisquer sítios
x, y, z P Zd valem as seguintes propriedades iq reflexividade: tx Ø xu; iiq simetria:
txØ yu ñ ty Ø xu; iiiq transitividade: txØ yu e ty Ø zu ñ txØ zu.

É fácil notar que
Cxpωq “ Cypωq,

se e somente se xØ y na configuração ω P ΩV .
Na Teoria de Percolação, queremos saber em quais condições existe uma probabilidade

positiva de existir um aglomerado infinito. Quando isso acontece, dizemos que o modelo
percola. A principal questão em Percolação consiste em encontrar a distribuição de |Cx|,
em particular determinar sua dependência com respeito à p.

Para tal finalidade, vamos definir as funções θEp¨q e θV p¨q, as quais podem ser enten-
didas como a probabilidade de percolação considerando a Percolação em Elos e em Sítios,
respectivamente.
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Definição 1. [Função Percolação]

• Percolação em Elos

θE : r0, 1s ÝÑ r0, 1s

p ÞÝÑ PEp|C0| “ `8q,

ou ainda, podemos escrever

θEppq “ 1´
8
ÿ

n“1

PEp|C0| “ nq.

• Percolação em Sítios

θV : r0, 1s ÝÑ r0, 1s

p ÞÝÑ PV p|C0| “ `8q,

ou ainda, podemos escrever

θV ppq “ 1´
8
ÿ

n“1

PV p|C0| “ nq.

2.3 Percolação em Lajes

O Artigo de Damron, Newman e Sidoravicius [9], no qual esta dissertação se baseia,
trata de percolação em sítios em três dimensões, em um grafo Z2 ˆ t0, 1u, o qual é
conhecido na literatura por Percolação em Lajes (ou Níveis).

Definição 2. [Grafo em Laje]
Para d ě 2, denotamos um Grafo em Laje por GN “ pVN , ENq, onde VN “ Z2 ˆ

t0, 1, . . . , N ´ 1ud´2 é o conjunto de sítios (ou vértices) e EN é o conjunto de todos os
pares de vértices em VN (os elos ou arestas) com a distância Euclidiana igual a um.

Dois sítios são ditos vizinhos se tem distância Euclidiana igual a um.

A Definição 2 apresenta a forma mais geral para a Percolação em Laje, porém o nosso
objetivo será utilizar esta definição para o caso em que d “ 3 e N “ 2 tendo assim duas
lajes (ou níveis) no grafo. O grafo caracterizado com duas lajes é discutido no artigo de
Damron, Newman e Sidoravicius [9] onde apresenta a ausência de percolação considerando
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o modelo nos sítios. Apresentamos este resultado no Capítulo 5. No artigo de Duminil-
Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] é feita a extensão do resultado da ausência de
percolação na laje com N níveis considerando o modelo nos elos. Na Seção ?? utilizamos
a Definição 2 geral, considerando a laje com N níveis, d “ 3 e apresentamos o resultado
desta extensão.

No Artigo de Damron, Newman e Sidoravicius [9], é definida a chamada Propriedade
Sanduíche para o grafo em laje GN , a qual considera que se dois caminhos em GN tem
a característica de que suas projeções em Z2 tem interseção não vazia, então eles devem
se encontrar em GN . Neste artigo esta propriedade é válida para d “ 3 e N “ 2. No
mesmo afirma-se que a propriedade sanduíche ainda é válida para o caso em que d “ 3

e N “ 3 porém considera a periodicidade no grafo, isto é, um sítio que esteja na laje 2

pode se conectar diretamente a um sítio da laje 0 sem passar pela laje 1.

2.4 Relação entre as Percolações em Sítios e Elos

Conforme já foi mencionado, a Percolação em Sítios é mais geral que a Percolação
em Elos, isto significa que todo problema de Percolação em Elos pode ser transformado
em um problema de Percolação em Sítios. A recíproca não é verdadeira. Nesta Seção
iremos apresentar a Proposição 1 que relaciona estes dois tipos de percolação e usaremos
a notação apresentada nas Seções 2.1 e 2.2.

Antes da Definição 3, considere a seguinte distinção de caminhos. O caminho aberto
γ “ pv0, e1 “ e, . . . , eν , vνq em G é dito autoevitável se todos os seus vértices são distintos.
Quando um caminho não tiver vértices distintos, chamá-lo-emos de caminho não auto-
evitável. Todo caminho que é não autoevitável pode ser transformado em um caminho
autoevitável e isto é feito removendo os loops do caminho.

Definição 3. [Grafo de Cobertura]
Seja G “ pV,Eq um grafo. Dizemos que rG “ prV , rEq é um grafo de cobertura para G

(i) se existe uma relação 1-1 com o conjunto de elos do grafo G e o conjunto de vértices
do grafo rG;

(ii) se rv1 ‰ rv2 são dois vértices de rG correspondendo aos elos e1 e e2 de G, respectiva-
mente, então existe somente um elo de rG entre rv1 e rv2, se e somente se, e1 e e2

tem somente uma extremidade em comum, onde e1, e2 P E.
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Assim temos que existe ϕ : E ÝÑ rV é uma bijeção tal que pϕpe1q, ϕpe2qq P rE se e
somente se e1 e e2 possuem um vértice em comum.

Com respeito à Definição 3, considere os Exemplos 1, 2 e 3 a seguir.

Exemplo 1. Considere um caminho no grafo G “ pV,Eq como na Figura 2.1 e sua
respectiva imagem no grafo de cobertura rG “ prV , rEq como na Figura 2.2.

e1

e2

e3

e4

e5

e6

Figura 2.1: Caminho γ no grafo
G

rv1

rv2

rv3

rv4

rv5

rv6

Figura 2.2: Caminho rγ no grafo
rG

Note que para cada aresta ei do caminho γ no grafo G (Figura 2.1), temos o seu
respectivo vértice correspondente rvi no caminho rγ no grafo rG, para i “ 1, 2, 3, 4, 5, 6

(Figura 2.2), conforme apresentado na Definição 3. Os vértices rvi´1 e rvi estão conectados
pois os seus elos correspondentes ei´1 e ei tem somente uma extremidade em comum,
como mostram as Figuras 2.1 e 2.2. Note que neste exemplo temos um caminho aberto
autoevitável em G que gera um caminho aberto autoeviável em rG. Isto sempre ocorre pois
um caminho γ em G que não repete vértices também não repete elos e assim os vértices
do caminho rγ no grafo de cobertura rG relacionados aos elos de γ também serão distintos,
logo a imagem rγ do caminho γ no grafo de cobertura rG é autoevitável.

Para o Exemplo 2 considere γ “ pv0, e1, . . . , eV , vV q um caminho aberto não autoevi-
tável em G tal que para cada elo ei suas extremidades sejam os vértices vi´1 e vi para
i “ 1, 2, . . . , V e seja rvi o vértice de rG correspondente a ei. Então existe um elo rei em rG
entre rvi´1 e rvi, pois ei´1 e ei tem uma de suas extremidades em comum no vértice vi´1.
Além disso, existe pelo menos um elo rei,j em rG entre rv˚i e rv˚j , com rv˚i “ rvi e rv˚j “ rvj,
pois ei e ej tem uma de suas extremidades em comum. Como a função ϕ da Definição 3
é injetiva, rγ “ prv1, re2, . . . , reV , rvV q é um caminho não autoevitável em rG. Se os vértices
rvi’s de rG são escolhidos como pontos em ei de G, então rγ começa como um ponto em e1

e termina como um ponto em eV . Veja o Exemplo 2 abaixo para uma exemplificação do
que foi descrito anteriormente.
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Exemplo 2. Considere o caminho γ “ pv0, e1, . . . , e8, v8q no grafo G (Figura 2.3) e a
respectiva imagem no caminho rγ “ prv1, re2, . . . , re8, rv8q em rG (Figura 2.4).

e1

e2

e3

e4

e5
e6

e7

e8

Figura 2.3: Caminho γ no grafo G
(linha contínua em negrito). A li-
nha tracejada é um possível cami-
nho autoevitável em γ. O vértice
em vermelho refere-se aos vértices
v2 e v6 que coincidem

rv1

rv2

rv3

rv4

rv5

rv6rv7

rv8

re2

re4
re5

re6
re8

Figura 2.4: Caminho rγ no grafo
rG (linha contínua em negrito).
Os elos coloridos são re3 (laranja),
re7 (cinza), re2,6 (vermelho), re2,7

(verde), re3,6 (roxo) e re3,7 (azul)

Veja na Figura 2.3 que no caminho γ cada elo ei tem como extremidade os vértices
vi´1 e vi, para i “ 1, 2, . . . , 8. Além disso, note que γ é um caminho não autoevitável pois
os vértices v2 e v6 coincidem (em vermelho na figura). Na Figura 2.4, os elos coloridos
do caminho rγ são re3 (laranja), re7 (cinza), re2,6 (vermelho), re2,7 (verde), re3,6 (roxo) e
re3,7 (azul). Conforme o comentário anterior a este exemplo, o elo re2,6 tem nas suas
extremidades os vértices rv˚2 e rv˚6 , o elo re2,7 tem nas suas extremidades os vértices rv˚2 e
rv˚7 , o elo re3,6 tem nas suas extremidades os vértices rv˚3 e rv˚6 e o elo re3,7 tem nas suas
extremidades os vértices rv˚3 e rv˚7 . Note, também, que o “cruzamento” dos elos re3 e re7 não
“gera” um novo vértice.

Como já mencionado, todo caminho não autoevitável pode ser transformado em um
caminho autoevitável, sendo assim a linha tracejada na Figura 2.3 representa um caminho
autoevitável no grafo G. Se os vértices rvi’s de rG são escolhidos como pontos em ei de G,
então rγ começa em rv1 como um ponto em e1 e termina em rv8 como um ponto em e8.
Este exemplo mostra que quando em G temos um caminho aberto não autoeviável, em rG
não necessariamente teremos um caminho correspondente aberto não autoevitável.

Exemplo 3. Considere o caminho rγ “ prv1, re2, . . . , re10, rv10q no grafo de cobertura rG “
prV , rEq como na Figura 2.5 e o caminho γ “ pv0, e1, . . . , e10, v10q em G “ pV,Eq, o grafo
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coberto por rG como na Figura 2.6.

rv1

rv2
rv3

rv4

rv5

rv6
rv7

rv8

rv9

rv10

Figura 2.5: Caminho rγ no grafo
rG

e1

e2

v2
e3v3
e˚3 e4

e5

e6

v6
e7 v7 “ v10
e˚7

e8

e9

e10

Figura 2.6: Caminho γ no grafo
G. Os elos e˚3 e e˚7 (em azul) re-
presentam um loop, isto é, os elos
e3 e e7 são “visitados” mais de
uma vez. Os vértices v2, v3, v6, v7

e v10 (em vermelho) também são
“visitados” mais de uma vez e es-
tes vértices coincidem com outros
vértices do caminho γ

Veja que o caminho rγ “ prv1, re2, . . . , re10, rv10q no grafo rG na Figura 2.5 é um ca-
minho autoevitável uma vez que todos os seus vértices são distintos. O caminho γ “

pv0, e1, . . . , e10, v10q no grafo G obtido a partir do caminho rγ no grafo de cobertura rG na
Figura 2.6 tem os elos e3 e e7 “visitados” duas vezes. Representamos este fato pelos elos
e˚3 e e˚7 (em azul na figura) cujos vértices são v˚2 e v˚3 para o elo e˚3 e v˚6 e v˚7 para o
elo e˚7 . Veja que os vértices v7 e v10 coincidem, além disso os vértices vi “ v˚i também
coincidem, para i “ 2, 3, 6, 7.

Observe que os vértices v2, v6, v7 e v10 são “visitados” mais de uma vez, isto é, seguindo
a ordem estabelecida em rγ, o elo e3 é percorrido no sentido do vértice v2 para v3 (em
preto na Figura 2.6) e do vértice v3 para v2 (em azul na Figura 2.6). O mesmo ocorre no
elo e7, ou seja, ele é percorrido no sentido do vértice v6 para v7 (em azul na Figura 2.6)
e do vértice v7 para v6 (em preto na Figura 2.6). Os ditos dois sentidos nos elos e3 e
e7 é uma caracterização de um loop, assim como um vértice ser “visitado” mais de uma
vez. Por estes motivos, o caminho γ é não autoevitável. Este exemplo mostra que quando
temos um caminho autoevitável no grafo de cobertura não necessariamente encontramos
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um caminho autoevitável em um grafo “coberto” pelo grafo de cobertura.

A partir da Definição 3 e dos Exemplos 1, 2 e 3, podemos concluir e resumir os
seguintes fatos:

(i) Se temos um caminho autoevitável em G, então temos um caminho autoevitável
em rG (Exemplo 1); (Lembrando que isto vale pois um caminho em G com vértices
distintos seus elos também não se repetem.)

(ii) Se temos um caminho que é não autoevitável em um grafo, então conseguimos
construir um caminho autoevitável, bastando para isto retirar os loops (Exemplo 2);

(iii) Se temos um caminho que é não autoevitável em G, então não necessariamente
temos um caminho correspondente que é não autoevitável em rG (Exemplo 2);

(iv) Se temos um caminho autoevitável no grafo de cobertura rG, então não necessaria-
mente geramos um caminho autoevitável no grafo G (Exemplo 3).

Estas relações entre G e rG são a base para mostrar a equivalência entre a Percolação
em Elos em G e a Percolação em Sítios em rG.

No que segue na Proposição 1, todos os elementos da cobertura rG terão o til em cima.
Denotamos por rvpeq o vértice de rG associado ao elo e de G.

Proposição 1. Seja G um grafo e rG o seu respectivo grafo de cobertura. Defina o
mapeamento

φ : ΩE ÝÑ rΩ
rV

ω ÞÝÑ rω

tal que

φpωpeqq “ rωprvpeqq, e P E, rvpeq P rV e rω P rΩ
rV . (2.1)

Como φ é uma função injetiva com imagem em rΩ
rV , o conjunto das configurações dos

vértices do grafo rG, e para qualquer e P E, ω “ ωpeq P ΩE,

f P Cpe, ωq se e somente se rvpfq P rCprvpeq, φpωqq, com rvpeq P rV e φpωq P rΩ
rV . (2.2)

Além disso, se definimos rP
rV por

rP
rV “

ź

rvPrV

rµ
rv (2.3)
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onde

rµ
rvprωprvq “ 1q “ µepωpeq “ 1q “ ppeq (2.4)

sempre que rv “ rvpeq, então para todo n ď 8

rP
rV p|

rCprvpeqq| “ nq “ PEp|Cpe, ωq| “ nq. (2.5)

A Equação (2.2) diz que um elo f está no aglomerado aberto no grafo G passando pelo
elo e dada a configuração ω se e somente se o vértice rvpfq relacionado ao elo f no grafo
de cobertura rG pertence ao aglomerado aberto passando pelo vértice rvpeq relacionado ao
elo e também em rG dada a configuração φpωq definida na Equação (2.1). Para mostrar
isso, vamos utilizar a Definição 3 de grafo de cobertura e a função φ.

A Equação (2.5) garante a equivalência entre a Percolação em Elos em um grafo
G e a Percolação em Sítios no grafo de cobertura rG. Para prová-la, vamos utilizar os
aglomerados W em G e ĂW em rG, os quais são definidos na demonstração abaixo, além
de utilizar a Definição 3 e as Equações (2.3) e (2.4).

Demonstração.

Para esta demonstração, seguimos de perto o que é feito em [20].
Para mostrar o resultado da Equação (2.2), vamos provar os dois sentidos da impli-

cação desta equação.
pñq em (2.2)

Considere o elo f P Cpe, ωq, se e somente se, existe um caminho γ “ pv0, e1, . . . , eV , vV q

autoevitável em G com ωpeiq “ 1 e e1 “ e, eV “ f , para todo i “ 1, . . . , V . Para qualquer
caminho γ autoevitável, a imagem dele rγ no grafo de cobertura também é autoevitável,
logo terá V vértices distintos. Defina o caminho rγ “ prv1, re1, . . . , reV , rvV q com rvi “ rvpeiq

associado ao caminho γ. Então pela Equação (2.1) temos que

φpωpeiqq “ rωprvpeiqq “ 1,

pois ωpeiq “ 1 para todo i “ 1, . . . , V e pela Definição 3 de grafo de cobertura. Então
f P Cpe, ωq implica rvpeq Ø rvpfq, ou seja,

rvpfq P rCprvpeq, φpωqq.

pðq em (2.2)

13



Considere o vértice rvpfq P rCprvpeq, φpωqq, se e somente se, existe um caminho rγ “

prv1, re1, . . . , reV , rvV q em rG um caminho autoevitável com rωprvpeiqq “ 1 para todo i “

1, . . . , V , os vértices rv1 “ rvpeq e rvV “ rvpfq. Nosso objetivo é construir um caminho γ “
pv0, e1, . . . , eN , vNq tal que e1 “ ϕ´1prv1q e eN “ ϕ´1prvV q, sendo ϕ´1p¨q a função inversa
da aplicação ϕp¨q apresentada na Definição 3 sobre grafo de cobertura. Construímos esse
caminho necessariamente da seguinte forma:

1) Escolhemos e1 “ ϕ´1prv1q e v0 como o vértice adjacente a ϕ´1prv1q que não é adja-
cente a ϕ´1prv2q e v1 como o vértice que é adjacente a ambos ϕ´1prv1q e ϕ´1prv2q.

2) Para escolher e2 e v2 consideramos dois casos:

e1 “ ϕ´1prv1q

ϕ´1prv3q

ϕ´1prv2q
v0 v1

v2

rv1
rv2

rv3

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

Figura 2.7: Uma representação
para o caso 2.i) na rede quadrada
em Z2. Em vermelho temos o ca-
minho rγ no grafo de cobertura.
Em negrito temos o caminho γ

no grafo original. Os sítios re-
presentados em azul com o sím-
bolo ˆ estão no grafo de corber-
tura. ϕ´1prviq representa o elo no
caminho γ no grafo original rela-
cionado ao vértice rvi

v0
v1 v2

rv1
rv2

rv3
ˆ

ˆ

ˆ

ϕ´1prv2q

e2 “ ϕ´1prv3q

Figura 2.8: Uma representação
para o caso 2.ii) na rede quadrada
em Z2. Em vermelho temos o ca-
minho rγ no grafo de cobertura.
Em negrito temos o caminho γ

no grafo original. Os sítios repre-
sentados em azul com o símbolo
ˆ estão no grafo de corbertura.
ϕ´1prviq representa o elo no cami-
nho γ no grafo original relacio-
nado ao vértice rvi. Observe que
o elo ϕ´1prv2q não pertence ao ca-
minho γ
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i) v1 não é adjacente a ϕ´1prv3q:
neste caso escolhemos v2 como o vértice adjacente a ambos ϕ´1prv2q e ϕ´1prv3q

e e2 “ ϕ´1prv2q, veja Figura 2.7.

ii) v1 é adjacente a ϕ´1prv3q:
neste caso escolhemos v2 como o outro vértice adjacente a ϕ´1prv3q e e2 “

ϕ´1prv3q e assim o caminho γ não passa pela aresta ϕ´1prv2q, logo N ă V , veja
Figura 2.8.

3) Continuamos recursivamente o procedimento acima. Após k etapas teremos um
caminho autoevitável pv0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vkq.
Se ek “ ϕ´1prvV q, então N “ k e terminamos.
Se ek “ ϕ´1prv`q para ` ă V então consideramos três casos:

i) Se ` ă V ´ 1 e vk não é adjacente a ϕ´1prv``2q:
neste caso escolhemos vk`1 como o vértice adjacente a ambos ϕ´1prv``1q e
ϕ´1prv``2q e ek`1 “ ϕ´1prv``1q.

ii) Se ` ă V ´ 1 e vk é adjacente a ϕ´1prv``2q:
neste caso escolhemos vk`1 como o outro vértice adjacente a ϕ´1prv``2q e ek`1 “

ϕ´1prv``2q.

iii) Se ` “ V ´ 1:
neste caso ek`1 “ ϕ´1prvV q e vk`1 é o outro vértice adjacente a ϕ´1prvV q.

Então, pela Equação (2.1) e o fato de φ ser uma função injetiva (logo invertível),
temos que φ´1 : rΩ

rV ÝÑ ΩE e

φ´1
prωprvpeiqqq “ ωpeiq “ 1,

pois rωprvpeiqq “ 1 para todo i “ 1, . . . , N e pela Definição 3 de grafo de cobertura. Então
rvpfq P rCprvpeq, φpωqq implica eØ f , ou seja,

f P Cpe1, ωq “ Cpe, ωq,

porque f P Cpe1, ωq está no mesmo caminho γ.
E isto prova a Equação (2.2).

Agora vamos provar a Equação (2.5). Para isso defina W como uma união finita de
n elos distintos de G contendo o elo e e tal que para cada elo f de W exista um caminho
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γ “ pv0, e1, . . . , eV , vV q não autoevitável em G onde e1 “ e, eV “ f . Então Cpe, ωq “ W

ocorre, se e somente se,

ωpfq “ 1 @f P W, mas ωpgq “ 0, para todos os elos g de GzW (2.6)

que compartilham uma extremidade em comum com elos de W.

Com efeito, a primeira condição para a Equação (2.6) diz que para cada elo em W

pertence ao aglomerado Cpe, ωq, enquanto que o segundo requisito diz que todo elo f de
W é aberto e qualquer outro elo g de G com uma extremidade em W é fechado, mas não
pertencendo aW . Agora considere ĂW como a união de todos os vértices rvpfq, f P W , e de
todos os elos de rG entre quaisquer dois vértices. Assim, ĂW Ă rG e ĂW contém exatamente
n vértices distintos rvpfq, f P W , incluindo é claro rvpeq. Além disso rCprvpeq, rωq “ ĂW , se
e somente se, rωpraq “ 1 para todo ra P ĂW , mas rωprbq “ 0 para todos os vértices rb P rG que
são adjacentes a um vértice em ĂW , mas não pertencem a ĂW .

É fácil ver que g tem uma extremidade em W mas não pertence a W , se e somente
se, rvpgq é adjacente a algum vértice de ĂW , mas rvpgq R ĂW . Veja as Figuras 2.9 e 2.10
abaixo para uma exemplificação do que foi descrito anteriormente.

g

Figura 2.9: Aglomerado W (em
negrito) no grafo G. No destaque
em azul vemos o elo g que não
pertence ao aglomerado W com
uma de suas extremidades perten-
cente ao aglomerado W represen-
tado pelo vértice em vermelho o
qual pertence ao aglomerado W

ˆ
rvpgq

Figura 2.10: Aglomerado ĂW (em
negrito) no grafo de cobertura rG.
A marca ˆ (em vermelho) repre-
senta o vértice rvpgq no grafo de
cobertura rG corresponte ao elo g
do grafo G, o qual não pertence
ao aglomerado ĂW e é adjacente
aos vértices em azul do aglome-
rado ĂW
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A partir disso obtemos

PEpCpe, ωq “ W q “ rP
rV p

rCprvpe, ωqq “ ĂW q (2.7)

considerando rP
rV como definido nas Equações (2.3) e (2.4). Mas

t|Cpe, ωq| “ nu “
ď

|W |“n

tCpe, ωq “ W u (2.8)

com a união na Equação (2.8) sendo sobre todos os aglomerados W do tipo considerado
acima e contendo n elos. Analogamente

t| rCprvpeq, ωq| “ nu “
ď

|ĂW |“n

t rCprvpeq, ωq “ ĂW u (2.9)

com a união na Equação (2.9) sendo sobre todos os aglomerados ĂW do tipo considerado
acima e contendo n elos e para cada ĂW na Equação (2.9) sendo a imagem única de W na
Equação (2.8). Isso é facilmente verificado utilizando a Definição 3 de grafo de cobertura
que associa cada elo em W a um único vértice em ĂW . Assim, a Equação (2.5) segue
diretamente das Equações (2.7), (2.8) e (2.9).

Exemplo 4. Vamos considerar o exemplo abaixo, o qual será relacionado com a Defini-
ção 3 e a Proposição 1.

Considere o grafo G como a rede quadrada em Z2. Neste grafo, dois vértices v1, v2 P

Z2, com v1 “ px1, y1q e v2 “ px2, y2q são adjacentes ou vizinhos se e somente se

‖x´ y‖1“ |x1 ´ x2| ` |y1 ´ y2| “ 1. (2.10)

Para a Percolação em Elos na rede quadrada em Z2 queremos encontrar o seu grafo
de cobertura, para isso vamos adicionar diagonais a quadrados alternados do grafo G,
como podemos observar na Figura 2.11 abaixo.

De maneira mais formal, dois vértices v1 “ px1, y1q e v2 “ px2, y2q do grafo à esquerda
são ditos vizinhos se eles satisfazem a Equação (2.10) ou a Equação (2.11)

|x1 ´ x2| “ |y1 ´ y2| “ 1 e x1 ` x2 é ímpar ou x1 ´ x2 é par. (2.11)

Obtemos o grafo rG como na Figura 2.12 a partir de uma translação no sistema de co-
ordenadas apresentado na Figura 2.11 pelo vetor

`

1
2
, 1

2

˘

, rotacionando em 45˝ e alterando
a escala pelo fator

?
2.
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Figura 2.11: Grafo com diagonais nos qua-
drados alternados

Figura 2.12: Grafo rG

Os vértices de rG estão localizados nos pontos
`

x` 1
2
, y
˘

e
`

x, y ` 1
2

˘

, com x, y P Z.
Dois vértices rv1 “ px1, y1q e rv2 “ px2, y2q do grafo rG são vizinhos se e somente se

x1 “ x2, x1, x2 P Z, y1, y2 P Z`
1

2
e |y1 ´ y2| “ 1 (2.12)

ou

y1 “ y2, y1, y2 P Z, x1, x2 P Z`
1

2
e |x1 ´ x2| “ 1 (2.13)

ou

|x1 ´ x2| “ |y1 ´ y2| “
1

2
. (2.14)

A Figura 2.13 abaixo mostra uma representação do grafo G na rede quadrada em Z2

e na Figura 2.14 o respectivo grafo de cobertura de G, denotado por rG. Os elos e1, e2, e3

e e4 do grafo G estão representados na Figura 2.13 e em destaque em ambas figuras
abaixo. Nas Figuras 2.13 e 2.14, temos a correspondência 1 a 1 garantida pela função
φ da Proposição 1 sendo os elos de G e1, e2, e3 e e4 relacionados por φ aos vértices de rG
rv1, rv2, rv3 e rv4, respectivamente.

Como descrito na representação do grafo rG, o conjunto dos vértices vizinhos a rv2

(em vermelho na Figura 2.14) é trv1, rv3, rv5, rv6, rv8, rv9u (em azul na Figura 2.14), sendo
os vértices trv6, rv9u devido a Equação (2.12), trv1, rv3, rv5, rv8u pela Equação (2.14). E, por
exemplo, o vértice rv5 é vizinho do vértice rv1 em virtude da Equação (2.13).

Além disso, observe que a Proposição 1 garante a equivalência da Percolação em
Elos em um grafo G com a Percolação em Sítios no seu respectivo grafo de cobertura rG,
isto é, se desejamos calcular a probabilidade de encontrar um aglomerado infinito em G
utilizando o modelo de Percolação em Elos, conseguimos construir um grafo de cobertura
rG no qual calculamos a probabilidade de encontrar um aglomerado infinito utilizando o
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e1
e2

e3

e4

Figura 2.13: Representação do grafo G e seus
respectivos elos

rv1
rv2

rv3

rv4

rv5
rv6

rv7
rv8

rv9

Figura 2.14: Representação do grafo de co-
bertura rG do grafo G e seus respectivos vér-
tices

modelo de Percolação em Sítios. Desse modo, se em rG conseguimos encontrar que a
probabilidade de percolar é positiva, necessariamente a probabilidade de percolação em G
também é maior que zero. Neste sentido o modelo de Percolação em Sítios é mais geral
que o modelo de Percolação em Elos.

e1
e2

e3

e4

Figura 2.15: Representação do grafo G e
um trecho do aglomerado aberto infinito (em
azul)

rv1
rv2

rv3

rv4

Figura 2.16: Representação do grafo de co-
bertura rG do grafo G e um trecho do aglo-
merado aberto infinito (em vermelho)

A Figura 2.15 mostra um trecho do aglomerado aberto infinito em G e conforme a De-
finição 3 sobre grafo de cobertura e a Proposição 1 temos que dados os elos te1, e2, e3, e4u

em G que estão conectados por caminho aberto tendo em comum uma única extremidade,
os seus respectivos vértices trv1, rv2, rv3, rv4u em rG também estão conectados por um caminho
aberto conforme mostra na Figura 2.16. Portando, todo problema de Percolação em Elos
pode ser transformado, utilizando o método proposto, em um problema de Percolação em
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Sítios.

Observe que pela construção apresentada não podemos utilizar um procedimento
similar para transladar um problema de Percolação em Sítios em um grafo G para um
problema de Percolação em Elos em outro grafo, porque G pode não ser um grafo de
cobertura de qualquer outro grafo. Por exemplo, considere o grafo H onde qualquer
dos seus vértices tem pelo menos três elos distintos e1, e2, e3 encontrando-se nele, veja
a Figura 2.17, então os vértices do grafo rH relacionados aos elos citados são rv1, rv2, rv3,
respectivamente, o qual formam os vértices de um triângulo em rH, observe a Figura 2.18.
Portanto, o grafo G como a rede quadrada Z2, o qual não tem triângulos, não é um grafo
de cobertura.

e1

e2

e3

Figura 2.17: Representação do Grafo H

rv1

rv2

rv3

Figura 2.18: Representação do grafo de co-
bertura rH

Se não temos três elos conectados a um único vértice, então em Z2 só podemos ter um
grafo D como o da Figura 2.19, cujo grafo de cobertura rD é da mesma forma conforme
mostra a Figura 2.20

e1 e2 e3 e4

Figura 2.19: Representação do Grafo D

rv1 rv2 rv3 rv4

Figura 2.20: Representação do grafo de co-
bertura rD
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Capítulo 3

Resultados Importantes

Os resultados que são apresentados neste capítulo podem ser aplicados para um mo-
delo de Percolação em elos ou sítios, fazendo as devidas adaptações. Por simplicidade de
notação, iremos denotar a função percolação da Definição 1 simplesmente por θp¨q. E o
grafo considerado nas demonstrações é G “ pZd,Edq. As medidas de probabilidade PE e
PV associadas respectivamente a X e Y são denotadas por Pp, sendo p a probabilidade do
elo (sítio) estar aberto. E o valor esperado com respeito à Pp será Ep. O espaço amostral
será denotado por Ω podendo se referir ao ΩE ou ao ΩV . As σ-álgebras FE e FV são
denotadas por F .

Definição 4. [Probabilidade Crítica]

pc “ suptp P r0, 1s tal que θppq “ 0u.

A Definição 4 não nos deve levar a concluir que o ponto crítico é o mesmo considerando
tanto a Percolação em Elos quanto a Percolação em Sítios. A Tabela 3.1 abaixo mostra
exatamente o contrário. Ela pode ser encontrada no livro de Stauffer e Aharony em [1].
A não ser pelos valores em negrito na Tabela 3.1, todos os demais são estimados. Na
literatura, no artigo de Essam e Skypes [12] de 1964, encontra-se uma demonstração para
estes valores exatos, assim como no livro de Grimmet [15] e no artigo de Kesten [21] de
1980 podem ser encontradas a prova que pc “ 1

2
considerando a Percolação em Elos em

Z2 na rede quadrada. Apresentamos esse resultado no Capítulo 4.

Teorema 1. Se d ě 2 então pc P p0, 1q.

A demonstração do Teorema 1 pode ser encontrada em Grimmet [15] e este Teorema
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Tabela 3.1: Valores estimados e exatos (em negrito) para a Probabilidade Crítica pc nos
modelos de Percolação em Sítios e em Elos em diferentes tipos de redes regulares

Rede Sítio Elo

Hexagonal 0, 6962 0,652711

Quadrada 0, 592746 0,5

Triangular 0,5 0,347292

Diamante 0, 43 0, 388

Cúbica 0, 3116 0, 2488

BCC 0, 246 0, 1803

FCC 0, 198 0, 119

Hipercubo d “ 4 0, 197 0, 1601

Hipercubo d “ 5 0, 141 0, 1182

Hipercubo d “ 6 0, 107 0, 0942

Hipercubo d “ 7 0, 089 0, 0787

1 Valor exato pc “ 1´ 2sen
`

π
18

˘

2 Valor exato pc “ 2sen
`

π
18

˘

estabelece a existência de um valor de probabilidade crítico (Definição 4), que divide o
intervalo r0, 1s em três fases conforme a seguinte definição.

Definição 5. Para d ě 2,

(i) Se p ă pc, fase subcrítica (ausência de percolação, θppq “ 0);

(ii) Se p “ pc, fase crítica (parâmetro de transição de fase);

(iii) Se p ą pc, fase supercrítica (percolação quase certamente, θppq ą 0).

As fases subcrítica e supercrítica são fortemente marcadas pela característica de que
na primeira não existe um aglomerado infinito, enquanto na segunda, Harris no artigo [19]
em 1960, mostrou que com probabilidade um existe um único aglomerado infinito. Este
resultado é apresentado no presente texto no Teorema 5.

Na fase subcrítica, além de apresentar a característica da ausência de percolação, isto
é, não encontramos um aglomerado aberto infinito nela, o Teorema 2 abaixo mostra outra
característica importante: o decaimento exponencial da chamada cauda do aglomerado
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aberto que contém a origem. Esse resultado foi mostrado por Menshikov no artigo [22]
em 1986 de forma independente de Aizenman e Barsky no artigo [2] em 1987 utilizando
argumentos distintos.

Definimos Qn a bola de raio n com centro na origem em Zd, isto é,

Qn “ tx P Zd :‖ x ‖1ď nu.

Considere também o evento existe um caminho aberto ligando a origem até BQn (a
fronteira de Qn), denotado por t0Ø BQnu, sendo 0 a origem de Zd.

Teorema 2. Se p ă pc, então existe ψppq ą 0 tal que

Ppp0Ø BQnq ă e´nψppq,

para todo n.

O Teorema 2 será utilizado em uma demonstração do Capítulo 4. Uma versão análoga
a essa pode ser usada substituindo a bola Qn de raio n por uma caixa de lado 2n centrada
na origem que é mostrada na Definição 9. Uma demonstração para o Teorema 2 pode
ser encontrada no Grimmet [15] nos Capítulos 5 (Seção 5.2) e 6 (Seção 6.1).

Teorema 3. Se d “ 2 ou d ě 19, θppcq “ 0.

O Teorema 3 foi provado por Hara e Slade nos artigos [17] em 1989, [18] em 1994 e no
artigo de Hara em [16] em 1990, o qual é uma extensão da demonstração já apresentada
por Kesten no artigo [21] em 1980 considerando a Percolação em Elos na rede quadrada
em Z2, ou seja, para d “ 2. Eles mostraram que a probabilidade de percolação conside-
rando o ponto crítico é igual a zero. No caso para d ě 19 foi utilizado a expansão em
laço desenvolvida no artigo de Brydges e Spencer em [7] de 1985 e nos próprios artigos
de 1990 de Hara [16] e de 1994 de Hara e Slade [18].

Ainda é um problema em aberto na Teoria de Percolação qual é o valor θppcq quando
3 ď d ď 18. Conjectura-se que θppcq “ 0 para todo d.

Exemplo 5 (Caso d “ 1). Para d “ 1, queremos calcular a probabilidade da origem estar
em um aglomerado infinito, isto é, a origem pode estar ligada ao infinito pela direita ou
pela esquerda. Logo, se ela está ligada ao infinito pelo lado direito, por exemplo, isto
significa necessariamente que a origem está ligada até o número inteiro n, assim temos
a seguinte inclusão de eventos

t|C0| “ 8u Ă t|C0| ě 2nu Ă t0 Ø ´nu Y t0 Ø nu.
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Agora calculando as probabilidades destes eventos acontecerem temos que

Ppp|C0| “ 8q “ θppq ď Pppt0 Ø ´nu Y t0 Ø nuq

ď Ppp0 Ø ´nq ` Ppp0 Ø nq “ 2pn,

quando p P p0, 1q e nÑ 8 temos que 2pn Ñ 0. Assim temos θppq ď 0, e então, θppq “ 0,
para todo p P p0, 1q. Portanto, a função θppq deixa de ser zero somente quando p “ 1, de
onde concluímos que para d “ 1 pc “ 1. Isto significa que o sistema somente percola se
a probabilidade do elo (sítio) estar aberto é igual a um, ou seja, todos os elos (sítios) na
reta devem estar abertos.

Proposição 2. θppq ą 0 se e somente se PppDx : |Cx| “ `8q “ 1.

Para a demonstração da Proposição 2, precisamos de um resultado auxiliar conhecido
na literatura por Lei 0-1 de Kolmogorov que enunciamos no Lema 1 abaixo. Vamos
introduzir uma notação própria que é necessária para melhor compreensão do Lema 1.
Seja X1, X2, . . . uma sequência de variáveis aleatórias e considere F 1n “ σpXn, Xn`1, . . .q

a σ-álgebra gerada pelas variáveis aleatórias a partir de n a qual é a menor σ-álgebra
mensurável com respeito a todas as variáveis aleatórias Xm, m ě n. Seja τ “

č

n

F 1n a

σ-álgebra caudal. Intuitivamente, o evento A P τ se e somente se modificando um número
finito de valores não afeta na ocorrência do evento, ou seja, o evento A só depende das
variáveis aleatórias Xn, Xn`1, . . .. Uma prova para o Lema 1 pode ser encontrada no
livro do Durret [11]. Existe uma versão para este resultado substituindo a sequência de
variáveis aleatórias independentes por uma sequência de eventos independentes.

Lema 1 (Lei 0 -1 de Kolmogorov). Se as variáveis aleatórias X1, X2, . . . são indepen-
dentes, τ é a σ-álgebra caudal e o evento A P τ , então PppAq “ 0 ou 1.

Demonstração.[Proposição 2]
Para esta prova vamos fazer os dois sentidos da implicação.

pðq

Vamos fazer este sentido da implicação utilizando a contrapositiva da proposição.
Assim, suponha que θppq “ 0. A seguinte inclusão de eventos é válida

tDx : |Cx| “ `8u “

#

ď

xPZd

|Cx| “ `8

+

,
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de onde obtemos as desigualdades a seguir utilizando as propriedades da medida de
probabilidade

PppDx : |Cx| “ `8q ď Pp

˜

ď

xPZd

|Cx| “ `8

¸

ď
ÿ

xPZd

Ppp|Cx| “ `8q

“
ÿ

xPZd

θppq “ 0,

sendo a primeira igualdade em virtude do sistema ser invariante por translação e assim a
probabilidade de termos um aglomerado infinito que passe pelo sítio x (Ppp|Cx| “ `8q)
é a mesma que a probabilidade de termos um aglomerado infinito que passe pela origem
(θppq “ Ppp|C0| “ `8q). A segunda igualdade segue direto da hipótese que θppq “ 0.

Logo PppDx : |Cx| “ `8q “ 0.
Assim fica provado que se PppDx : |Cx| “ `8q “ 1 então θppq ą 0.

pñq

O evento tDx : |Cx| “ `8u é invariante por translação como evento da sequência de
variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas tXeuePEd . Pela Lei 0 -1 de
Kolmogorov (Lema 1) temos que

PppDx : |Cx| “ `8q “ 0 ou 1.

Como 0 ă θppq ď PppDx : |Cx| “ `8q, temos que PppDx : |Cx| “ `8q “ 1.

A Proposição 2 mostra que quando estamos na fase supercrítica conseguimos garantir
a existência do aglomerado infinito com probabilidade 1.

As Definições 6 e 7 abaixo estabelecem o conhecido Modelo Padrão, muito utilizado
nas demonstrações dos resultados de Percolação pois permite acoplar modelos para di-
ferentes valores de p, onde a primeira refere-se à Percolação em Elos e a segunda em
Sítios.

Definição 6. Seja Z :“ tZe, e P Edu uma família de variáveis aleatórias independentes
e identicamente distribuídas com distribuição Uniforme em r0, 1s. Denotaremos por P a
medida de probabilidade neste modelo, a qual é a medida produto com marginais uniformes
no intervalo r0, 1s. O conjunto rΩE “ r0, 1s

Ed.
Um elo e P Ed é dito p-aberto se Ze ă p, e p-fechado caso Ze ě p.
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Definição 7. Seja U :“ tUv, v P Zdu uma família de variáveis aleatórias independentes
e identicamente distribuídas com distribuição Uniforme em r0, 1s. Denotaremos por rP a
medida de probabilidade neste modelo, a qual é a medida produto com marginais uniformes
no intervalo r0, 1s. O conjunto rΩV “ r0, 1s

Zd.
Um sítio v P Zd é dito p-aberto se Uv ă p, e p-fechado caso Uv ě p.

A seguir, apresentamos duas características importantes sobre a função θppq.

Lema 2. A função θppq é não-decrescente em p.

Demonstração.

Faremos a prova considerando a Percolação em Elos. (Para o modelo em Sítios a
prova é análoga).

Fixe p1 ă p2 e seja Cp1 o aglomerado da origem como no Modelo Padrão em Zd

com elos p1-abertos. Temos que θpp1q “ Pp|Cp1 | “ 8q. Analogamente definimos Cp2 o
aglomerado da origem como no Modelo Padrão em Zd com elos p2-abertos. Assim, pela
Definição 6 temos que todo elo p1-aberto é um elo p2-aberto de onde temos a inclusão
Cp1 Ă Cp2 , portanto segue a desigualdade abaixo pela monotonicidade da medida de
probabilidade

θpp1q “ Pp|Cp1 | “ 8q ď Pp|Cp2 | “ 8q “ θpp2q.

Lema 3. A função θppq é não-decrescente em d.

Demonstração.

Faremos a prova considerando a Percolação em Elos. (Para o modelo em Sítios a
prova é análoga).

Considere C o aglomerado em Zd contendo a origem, e defina pC o aglomerado em
Zd`1 contendo a origem cujos elos abertos são apenas os elos abertos de C e os demais
elos são fechados. Assim,

θppq :“ θpp, dq “ Pp,dp|C| “ 8q ď Pp,d`1p| pC| “ 8q “ θpp, d` 1q.

26



Os resultados que são apresentados a seguir consideram eventos crescentes e variáveis
aleatórias crescentes, que definimos abaixo. Para a Definição 8 considere a ordem parcial:
dados ω1, ω2 P Ω tais que ω1 ď ω2, se e somente se, ω1peq ď ω2peq para todo e P Ed, isto
é, todo elo aberto na configuração ω1 também é um elo aberto na configuração ω2. De
modo análogo podemos entender este conceito trocando e por v P Zd na Percolação em
Sítios.

Definição 8.

(i) Uma variável aleatória X é dita crescente se for crescente na ordem parcial esta-
belecida anteriormente, isto é, dados ω1, ω2 P Ω quaisquer tais que ω1 ď ω2, então
Xpω1q ď Xpω2q;

(ii) Seja F uma σ-álgebra. Um evento A P F é dito crescente se IA, a função indicadora
de A, for crescente.

Em outras palavras, a Definição 8 diz que se temos um evento crescente A sempre que
dada a configuração dos elos (ou sítios) do evento A, ao abrirmos mais elos (ou sítios)
nesta configuração, o evento A continua ocorrendo.

A desigualdade de FKG, apresentada no Teorema 4, foi provada por Fortuin, Kas-
teleyn e Ginibre no artigo [14] em 1971. Ela é muito utilizada nas demonstrações dos
resultados em Teoria de Percolação. FKG estabelece uma correlação positiva entre va-
riáveis aleatórias crescentes.

Teorema 4. [Desigualdade de FKG]

(i) Sejam X e Y variáveis aleatórias crescentes tais que EppX2q ă 8 e EppY 2q ă 8.
Então,

EppXY q ě EppXqEppY q,

ou seja, X e Y são positivamente correlacionadas com respeito à medida de proba-
bilidade Pp.

(ii) Sejam A,B P F eventos crescentes. Então,

PppAXBq ě PppAqPppBq.

O Teorema 4 também é válido considerando X e Y variáveis aleatórias decrescentes e
os eventos A e B decrescentes. Considerando X uma variável aleatória crescente e Y uma
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variável aleatória decrescente e os eventos A crescente e B decrescente, a desigualdade de
FKG também é válida porém agora com a desigualdade no outro sentido. Além disso o
Teorema 4 pode ser generalizado para uma sequência de variáveis aleatórias crescentes (ou
uma sequência de eventos crescentes) de tamanho n, bastando para isto utilizar Indução
Matemática e o fato de que a interseção de variáveis aleatórias (eventos) crescentes é uma
variável aleatória crescente (um evento crescente).

O Corolário 1, conhecido na literatura por Truque da Raiz Quadrada, foi provado
pela primeira vez por Cox e Durret no artigo [8] de 1988. Esse resultado será utilizado
na prova do Teorema 6 além de ser um exemplo de aplicação da desigualdade de FKG.

Corolário 1. [Truque da Raiz Quadrada]
Sejam A1, A2, . . . , Am eventos crescentes em F e todos com a mesma probabilidade,

isto é, PppA1q “ PppA2q “ . . . “ PppAmq, então

PppA1q ě 1´

«

1´ Pp

˜

m
ď

i“1

Ai

¸ff
1
m

.

Demonstração.

Sejam A1, A2, . . . , Am eventos crescentes em F e todos com a mesma probabilidade,
isto é, PppA1q “ PppA2q “ . . . “ PppAmq, queremos mostrar que

PppA1q ě 1´

«

1´ Pp

˜

m
ď

i“1

Ai

¸ff
1
m

.

De fato, usando recursivamente FKG temos que

Pp

˜

m
č

i“1

Aci

¸

ě

m
ź

i“1

PppA
c
iq,

pois Ac1, Ac2, . . . , Acm são eventos decrescentes.
Assim,

1´ Pp

˜

m
ď

i“1

Ai

¸

“ Pp

˜

m
č

i“1

Aci

¸

ě

m
ź

i“1

PppA
c
iq

“

m
ź

i“1

r1´ PppAiqs , como PppAiq “ PppA1q, @i “ 1, 2, . . . ,m

“

m
ź

i“1

r1´ PppA1qs

“ r1´ PppA1qs
m .
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Logo, PppA1q ě 1´

«

1´ Pp

˜

m
ď

i“1

Ai

¸ff
1
m

.

Teorema 5. [Unicidade do Aglomerado Infinito]
Se p é tal que θppq ą 0, então

Pppexiste exatamente um aglomerado aberto infinitoq “ 1.

O Teorema 5 garante que quando p ą pc, ou seja, considerando a fase supercrítica
onde temos θppq ą 0, não somente existe o aglomerado infinito (resultado que é garantido
pela Proposição 2), mas ele existe e é único. Este resultado foi provado inicialmente por
Aizenman, Kesten e Newman nos artigos [3] e [4] em 1987.

Proposição 3.

(i) A função θppq é contínua à esquerda no intervalo ppc, 1s;

(ii) A função θppq é contínua à direita.

Como consequência direta da Proposição 3 temos que a função θppq é uma função
contínua no intervalo r0, 1s, se e somente se, θppcq “ 0. Além disso, o resultado (i) na
Proposição 3 procede de imediato do Teorema 5.

Definição 9. [Caixas e Retângulos]

1. Uma caixa de lado 2n com centro na origem é o subconjunto de Zd da forma

Bpnq “ tx P Zd : ‖ x ‖ď nu “ r´n, nsd X Zd.

2. Um retângulo de lados 2n por 2m com centro na origem é o subconjunto de Z2 da
forma

Bpn,mq “ pr´n, ns ˆ r´m,msq X Z2.

Definimos o evento EDpnq existe um cruzamento da esquerda para a direita na caixa
Bpnq sempre que houver um caminho aberto dentro de Bpnq que ligue um sítio da face
esquerda de Bpnq (denotada por FEpnq “ tx P BBpnq : x1 “ ´nu) a um sítio da face
direita de Bpnq (denotada por FDpnq “ tx P BBpnq : x1 “ nu), sendo BBpnq repre-
sentando a fronteira da caixa Bpnq. Consideramos o evento EDpn,mq existe um cruza-
mento da esquerda para a direita no retângulo Bpn,mq sempre que houver um caminho
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aberto dentro de Bpn,mq que ligue um sítio da face esquerda de Bpn,mq (denotada por
FEpn,mq “ tx P BBpn,mq : x1 “ ´nu) a um sítio da face direita de Bpn,mq (denotada
por FDpn,mq “ tx P BBpnq : x1 “ nu), sendo BBpn,mq representando a fronteira do
retângulo Bpn,mq. Denotamos EDpn,m, xq existe um cruzamento da esquerda para a
direita na translação por x do retângulo Bpn,mq que é o retângulo com lados de tamanho
2n e 2m centrado em x após a translação.

Proposição 4. Se θppq ą 0 na percolação em elos em Zd, então

PppEDpnqq Ñ 1,

quando nÑ 8.

Na demonstração da Proposição 4, construímos caixas concêntricas que tem suas
faces conectadas; encontramos dois aglomerados infinitos disjuntos e assim utilizamos
o Teorema 5 da Unicidade do Aglomerado Infinito. Além disso, mostramos a relação
entre os eventos EDpnq e encontramos um cruzamento da esquerda para a direita em
uma caixa de lado 2n com o auxílio de uma caixa menor de lado 2m. O resultado da
Proposição 4 é válido também para a Percolação em sítios.

Um resultado parecido com a Proposição 4 considerando o modelo de Percolação
em Lajes com dois níveis será apresentado no capítulo 5 e sua demonstração é muito
parecida com a apresentada abaixo neste capítulo. A diferença é que para provarmos o
resultado na laje devemos considerar a propriedade sanduíche definida na Seção 2.3 e a
Proposição 6 apresentada no capítulo 5.

Demonstração.

Seguimos de perto a prova feita em Grimmet [15] (Teorema 8.97).
Defina UF o evento em que algum sítio da caixa Bpmq de lado 2m em Zd esteja em

algum aglomerado infinito. Como θppq ą 0 por hipótese, então pelo Teorema 5 existe
um aglomerado infinito quase certamente. Assim, para ε ą 0 fixo podemos escolher m
suficientemente grande tal que

PppUF q ě 1´ ε. (3.1)

Seja n P N, tal que n ě m. Denotamos F1, F2, . . . , F2d as faces da caixa Bpnq. Se UF
ocorre, então o evento algum vértice de Bpmq está conectado por um caminho aberto
a alguma face Fi de Bpnq, que denotamos por tBpmq Ø Fi em Bpnqu, também ocorre.
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Logo

UF Ă
2d
ď

i“1

tBpmq Ø Fi em Bpnqu. (3.2)

Deste modo,

PppUF q ď Pp

˜

2d
ď

i“1

tBpmq Ø Fi em Bpnqu

¸

1´ PppUF q ě 1´ Pp

˜

2d
ď

i“1

tBpmq Ø Fi em Bpnqu

¸

“ Pp

˜

2d
č

i“1

tBpmq Ø Fi em Bpnquc

¸

ě

2d
ź

i“1

PpptBpmq Ø Fi em Bpnqucq

“

2d
ź

i“1

p1´ PpptBpmq Ø Fi em Bpnquqq

“ r1´ PpptBpmq Ø F em Bpnquqs2d, (3.3)

onde a primeira desigualdade é por causa da Equação (3.2) e pela monotonicidade da
medida de probabilidade, a terceira é por FKG e pelo fato dos 2d eventos da forma
tBpmq Ø Fi em Bpnquc serem decrescentes e a última igualdade devido a estes eventos
terem a mesma probabilidade (pela invariância do modelo de percolação em Zd) e para
qualquer face F de Bpnq.

Das Desigualdades (3.1) e (3.3) temos

r1´ PpptBpmq Ø F em Bpnquqs2d ď 1´ PppUF q ď ε

1´ PpptBpmq Ø F em Bpnquq ď 2d
?
ε

PpptBpmq Ø F em Bpnquq ě 1´ 2d
?
ε. (3.4)

Considere os conjuntos FEpnq “ tx P BBpnq : x1 “ ´nu a face esquerda de Bpnq e
FDpnq “ tx P BBpnq : x1 “ nu a face direita de Bpnq, onde BBpnq representa a fronteira
da caixa Bpnq. Denotamos o evento existe um aglomerado aberto ligando um sítio na
face esquerda de Bpnq a um sítio na face direita de Bpnq por

Γn,m “ tFEpnq Ø Bpmq Ø FDpnqu “ tBpmq Ø FEpnq em BpnquXtBpmq Ø FDpnq em Bpnqu.

Utilizando a desigualdade de FKG e a Equação (3.4) temos que

PppΓn,mq ě p1´ 2d
?
εq2. (3.5)
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Definimos Am,n o evento existem dois sítios em BBpmq em dois aglomerados disjuntos,
ambos tocando BBpnq. Note que Am,n Ą Am,n`1, ou seja, se conseguimos encontrar dois
sítios em BBpmq em dois aglomerados disjuntos, ambos tocando BBpn ` 1q, necessaria-
mente estes dois aglomerados disjuntos tocaram BBpnq; e quando n Ñ 8 Am,n Ó Am,
onde Am é o evento existem dois vértices na BBpmq que pertencem a dois aglomerados
abertos infinitos disjuntos. Portanto,

PppAm,nq Ñ PppAmq “ 0, (3.6)

quando n Ñ 8 e esta probabilidade é zero pelo Teorema 5 que enuncia a unicidade do
aglomerado infinito.

Observe que das Equações (3.5) e (3.6) obtemos a seguinte inclusão de eventos

Γn,m Ă EDpnq Y Am,n.

Sendo assim, utilizando as propriedades da medida de probabilidade temos que

PppΓn,mq ď PppEDpnq Y Am,nq

ď PppEDpnqq ` PppAm,nq,

PppEDpnqq ě PppΓn,mq ´ PppAm,nq, quando nÑ 8

PppEDpnqq ě p1´ 2d
?
εq2 ´ 0.

Portanto, lim inf
nÑ8

PppEDpnqq ě p1´
2d
?
εq2, e como ε é arbitrário segue o resultado.
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Capítulo 4

Percolação em Elos em Z2

O modelo de Percolação em Elos em Z2 foi um dos primeiros cujo problema da
ausência de percolação no ponto crítico foi solucionado. No que segue neste Capítulo,
considere o Modelo de Percolação em Elos definido na Seção 2.1, considerando d “ 2.
Os resultados contidos aqui também são válidos para o modelo de Percolação em Sítios
fazendo algumas adaptações.

O Teorema 6 calcula de forma exata o valor do ponto crítico quando consideramos
o modelo de Percolação em Elos em Z2, além disso ele garante que a probabilidade de
encontrarmos um aglomerado infinito é zero considerando a probabilidade do elo estar
aberto igual ao pc.

Teorema 6. Para d “ 2,

pc “
1

2
e θppcq “ 0.

Para demonstrar o Teorema 6, vamos enunciar dois lemas que dividem o resultado
em duas partes de forma que unindo seus resultados temos como conclusão o Teorema 6.
O Lema 4 foi demonstrado pela primeira vez por Harris [19] em 1960 e o Lema 5 por
Kesten [21] em 1980.

Lema 4. Para d “ 2, θ
`

1
2

˘

“ 0.

Lema 5. Para d “ 2, pc ď 1
2
.

Para a demonstração dos Lemas 4 e 5, precisamos definir a chamada rede bidimensi-
onal dual de Z2 denotada por

Z2
˚ “ Z2

`

ˆ

1

2
,
1

2

˙

,
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onde Z2
˚ é a rede dual que consiste em um deslocamento por 1

2
unidade em cada coor-

denada, representada na Figura 4.1 pela linha tracejada e a rede usual em Z2 pela linha
contínua.

Figura 4.1: Rede bidimensional Z2 (linha contínua) e sua dual Z2
˚ (linha tracejada)

Veja que existe uma relação 1 a 1 com a configuração dos elos em Z2 e Z2
˚, isto é,

seja e um elo em Z2 e e˚ o elo correspondente a e no dual Z2
˚ e defina ψ : Ω Ñ Ω˚ tal

que ω˚pe˚q “ ψpωpeqq “ 1 ´ ωpeq, onde Ω “ t0, 1uE
2 e Ω˚ “ t0, 1u

E2
˚ que são os espaços

de todas as possíveis configurações para os elos em Z2 e em Z2
˚, respectivamente. A

Figura 4.2 mostra uma representação de um elo e em Z2 e o seu correspondente e˚ em
Z2
˚. A função ψ definida mostra a relação entre a configuração de um elo em Z2 e seu

correspondente elo no dual, ou seja, se o elo e em Z2 está aberto pωpeq “ 1q, implica
necessariamente que o elo e˚ correspondente a ele no dual esteja fechado pω˚pe˚q “ 0q;
essa é uma característica importante que será utilizada nas demonstrações que seguem.

Considere G um subgrafo de Z2, denotamos ∆G aos elos da fronteira de G definida
como sendo o conjunto de elos de Z2 que não estão no interior do grafo G mas que pelo
menos um de seus vértices pertencem a G. A Proposição 5 é crucial para a demonstração
do Teorema 6. Denotamos ΣpGq o circuito em Z2 (o mesmo pode ser definido em Zd) como
uma sequência v0, e0, v1, e1, . . . , en´1, vn, en, v0 de vértices e elos tais que v0, e0, . . . , en´1, vn

é um caminho com ei “ pvi´1, viq para i “ 1, 2, . . . , n ´ 1 e en “ pvn, v0q. O tamanho
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e

e˚

Figura 4.2: Representação de e e e˚, sendo e um elo da rede usual Z2 e e˚ um elo da rede
dual Z2

˚

de um circuito é o número de vértices ou elos por ele percorrido contendo possíveis
repetições. Uma demonstração para a Proposição 5 pode ser encontrada no livro do
Kesten [20] no Apêndice. No livro do Grimmet [15] no Capítulo 11 (Seção 11.2) é
apresentado o enunciado desta proposição e uma explicação intuitiva do motivo pelo
qual ela é verdadeira sem todo o rigor matemático necessário.

Proposição 5. Seja G um subgrafo conexo finito de Z2. Então existe um único circuito
aberto ΣpGq em Z2

˚ contendo G em seu interior e com a propriedade de que todos os elos
do circuito ΣpGq atravessam um elo de ∆G.

Demonstração. [Lema 4]
Seguimos o argumento de Zhang em um trabalho de 1988 não publicado.
Suponha por absurdo que

θ

ˆ

1

2

˙

ą 0. (4.1)

Seja n P N e definimos Aen o evento de que algum sítio do lado esquerdo do quadrado
de lados n, Bn “ r0, ns

2, está em um aglomerado aberto infinito de Z2zBn. Analogamente
considere Adn, Acn e Abn trocando lado esquerdo por lado direito, lado de cima e lado de
baixo, respectivamente.

Da Equação (4.1) e do Teorema 5 segue que

P 1
2
pexistir um aglomerado aberto infinitoq “ 1,

de onde concluímos que

P 1
2
pAen Y A

d
n Y A

c
n Y A

b
nq Ñ 1, (4.2)

quando nÑ 8 e onde a união na Equação (4.10) significa que algum sítio do quadrado
Bn pertence a um aglomerado aberto infinito.
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Note que P 1
2
pAenq “ P 1

2
pAdnq “ P 1

2
pAcnq “ P 1

2
pAbnq e os eventos Aun, para u P te, d, c, bu

são crescentes, vamos utilizar o Truque da Raiz Quadrada (Corolário 1) de onde obtemos
que para u P te, d, c, bu

lim inf
nÑ8

P 1
2
pAunq ě lim

nÑ8
1´ 4

b

1´ P 1
2
pAen Y A

d
n Y A

c
n Y A

b
nq “ 1´ 4

?
1´ 1 “ 1.

Como lim sup
nÑ8

P 1
2
pAunq ď 1 para todo n e u P te, d, c, bu temos que

lim
nÑ8

P 1
2
pAunq “ 1.

Escolhemos um valor N P N tal que

P 1
2
pAuNq ą

7

8
, (4.3)

para u P te, d, c, bu.
Seja n P N. Definimos na rede dual Z2

˚, A˚,en o evento de que algum sítio do lado
esquerdo do quadrado B˚n “ r0, ns2`

`

1
2
, 1

2

˘

esteja em um aglomerado fechado infinito de
Z2
˚zB

˚
n. Analogamente considere A˚,dn , A˚,cn e A˚,bn trocando lado esquerdo por lado direito,

lado de cima e lado de baixo, respectivamente.
Temos que

P 1
2
pA˚,uN q ą

7

8
, (4.4)

para u P te, d, c, bu.
Vamos denotar por A o evento em que algum sítio dos lados esquerdo e direito de

BN estão ligados cada um a um aglomerado aberto infinito em Z2zBN e algum sítio dos
lados de cima e de baixo de B˚N estão ligados cada um a um aglomerado fechado infinito
no dual Z2

˚zB
˚
N , ou seja,

A “ AeN X A
d
N X A

˚,c
N X A˚,bN ,

observe a Figura 4.3 para uma ilustração do evento A.
Observe que se o evento A ocorre então em Z2zBN contém dois aglomerados abertos

infinitos disjuntos pAeN , AdNq, uma vez que esses aglomerados estão separados pelos dois
aglomerados fechados infinitos disjuntos pA˚,cN , A˚,bN q em Z2

˚zB
˚
N . Desse modo, qualquer

caminho aberto γ que ligue os dois aglomerados abertos AeN e AdN necessariamente deve
passar no interior de BN . Analogamente, os dois aglomerados abertos AeN e AdN bloqueiam
a conexão por fora do quadrado B˚N dos dois aglomerados fechados infinitos A˚,cN e A˚,bN ,
assim sendo, eles devem se conectar por um caminho fechado γ˚ no interior de B˚N . Mas
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observe que se ambos os caminhos γ e γ˚ existem, eles obrigatoriamente se encontram
no interior de BN e B˚N , o que nunca pode ocorrer devido à dualidade entre Z2 e Z2

˚.
Além disso, pelo Teorema 5 da unicidade do aglomerado infinito em Z2, temos que o
caminho γ existe quase certamente. Desse modo na rede dual Z2

˚ irá existir dois ou mais
aglomerados fechados infinitos. Portanto, temos que

P 1
2
pAq “ 0. (4.5)

a

b

y

x

γ

a

b

y

x

γ˚

Figura 4.3: Os sítios a e b estão em aglomerados abertos infinitos em Z2zBN e os sítios
x e y estão em aglomerados fechados infinitos de Z2

˚zB
˚
N . Um dos seguintes casos podem

ocorrer: (Imagem à esquerda) se houver um único aglomerado aberto infinito, então
existe um caminho aberto γ ligando a a b, e então os aglomerados fechados em x e y
são disjuntos; (Imagem à direita) se houver um único aglomerado fechado infinito, então
existe um caminho fechado γ˚ ligando x a y, e então os aglomerados abertos infinitos em
a e b são disjuntos

Por outro lado,

P 1
2
pAcq “ P 1

2
rpAeN X A

d
N X A

˚,c
N X A˚,bN q

c
s

“ P 1
2
rpAeNq

c
Y pAdNq

c
Y pA˚,cN q

c
Y pA˚,bN q

c
s

ď P 1
2
rpAeNq

c
s ` P 1

2
rpAdNq

c
s ` P 1

2
rpA˚,cN q

c
s ` P 1

2
rpA˚,bN q

c
s

ď
1

8
`

1

8
`

1

8
`

1

8
“

1

2
,
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onde a primeira desigualdade é uma propriedade da medida de probabilidade e a segunda
é por causa das Equações (4.3) e (4.4). Logo, P 1

2
pAq ě 1

2
, o que contradiz a Equação (4.5),

e assim concluímos que θp1
2
q “ 0.

Demonstração. [Lema 5]
Considere os seguintes conjuntos de sítios em Z2 e Z2

˚, respectivamente

Λn “ tx “ px1, x2q P Z2 : 0 ď x1 ď n` 1, 0 ď x2 ď nu

Λ˚n “ tx`

ˆ

1

2
,
1

2

˙

, x “ px1, x2q P Z2 : 0 ď x1 ď n,´1 ď x2 ď nu,

os conjuntos de elos em Z2 e Z2
˚, respectivamente

Gn “ tpx, rxq : x, rx P Λn, ‖ x´ rx ‖1“ 1u,

com exceção aos elos u, v P Z2, tais que u1 “ v1 “ 0 ou u1 “ v1 “ n`1, para u “ pu1, u2q

e v “ pv1, v2q, ou seja, Gn é o conjunto de elos entre vizinhos próximos para sítios em Λn;

G˚n “ tpx˚, rx˚q : x˚, rx˚ P Λ˚n, ‖ x˚ ´ rx˚ ‖1“ 1u,

com exceção aos elos u, v P Z2
˚, tais que u2, v2 “ ´

1
2
ou u2 “ v2 “ n` 1

2
, para u “ pu1, u2q

e v “ pv1, v2q, ou seja, G˚n é o conjunto de elos entre vizinhos próximos para sítios em Λ˚n;
e os subgrafos

Sn “ Λn YGn

S˚n “ Λ˚n YG
˚
n.

Denotamos os eventos An: existe um caminho aberto em Sn ligando um vértice do
seu lado esquerdo a um vértice do seu lado direito e A˚n: existe um caminho fechado em
S˚n ligando um vértice do seu lado de baixo a um vértice do seu lado de cima.

Temos que

An X A
˚
n “ H, (4.6)

pois não pode existir um cruzamento entre um caminho aberto em Sn com um caminho
fechado em S˚n devido a dualidade entre Z2 e Z2

˚.
Por outro lado

An Y A
˚
n “ Ω, (4.7)
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isto é, An ou A˚n deve ocorrer e ambos formam uma partição em Ω.
De fato, suponha que An não ocorre. Definimos D o conjunto de sítios de Sn que

estão conectados a sua face esquerda por um caminho aberto. Por uma variante da
Proposição 5, existe um caminho fechado em Z2

˚ cruzando S˚n de cima a baixo e que
cruza somente um dos elos de Z2 contidos na fronteira de D. Desse modo tal caminho
será fechado e A˚n ocorre (veja Figura 4.3).

Figura 4.4: Ilustração do fato de que se não há caminhos abertos atravessando Sn da
esquerda para a direita, então há um caminho fechado cruzando S˚n de cima para baixo.

Das Equações (4.6) e (4.7) temos que

PppAnq ` PppA
˚
nq “ 1. (4.8)

Observe que PppA˚nq “ P1´ppAnq, visto que S˚n é isomorfo a Sn e os elos em S˚n são
fechados com probabilidade 1´ p. Logo

PppAnq ` P1´ppAnq “ 1,

e em particular

P 1
2
pAnq “

1

2
, (4.9)

para todo n. Veja que o resultado da Equação (4.9) independe do valor de n e não foi
utilizado o limite quando n tende ao infinito para obtê-lo.

Suponha por absurdo que pc ą 1
2
. Assim, p “ 1

2
pertence a fase subcrítica onde a

probabilidade de um aglomerado que liga a origem até um vértice na linha Ln “ tpn, kq :
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k P Zu decai exponencialmente quando nÑ 8, ou seja, se pc ą 1
2
, então existe ψ ą 0 tal

que

P 1
2
p0Ø Lnq ď e´nψ, (4.10)

para todo n, onde na Equação (4.10) utilizamos o Teorema 2. Dessa forma

P 1
2
pAnq ď P 1

2

˜

n
ď

k“0

tp0, kq Ø Lnu

¸

ď

n
ÿ

k“0

P 1
2
pp0, kq Ø Lnq

ď pn` 1qe´nψ

Ñ 0,

quando nÑ 8. Sendo a primeira desigualdade devido An Ă
n
ď

k“0

tp0, kq Ø Lnu, a segunda

pela subaditividade da medida de probabilidade e a última por causa da Equação (4.10)
e ao fato de somarmos pn`1q vezes um valor constante. Assim, P 1

2
pAnq “ 0 o que é uma

contradição com P 1
2
pAnq “

1
2
apresentado na Equação (4.9). Portanto, pc ď 1

2
e, desse

modo, provamos o resultado.

Comentário: Uma diferença entre os Capítulos 4 e 5 é que no Capítulo 4 consideramos
a Percolação em Elos em Z2 e provamos primeiro que a probabilidade de encontrarmos
um aglomerado infinito considerando os elos abertos com probablidade 1

2
é igual a zero e

depois mostramos que o valor do ponto crítico é 1
2
. Enquanto no Capítulo 5 consideramos

a Percolação em Lajes em Z2 ˆ t0, 1u e vamos discutir um método que prova a ausência
de percolação no ponto crítico independente do verdadeiro valor dele.
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Capítulo 5

Ausência de Percolação no Ponto

Crítico na Laje

Neste capítulo expomos os resultados do artigo de Damron, Newman e Sidoravicius [9]
de 2015. Este artigo trata do caso em que d “ 3, N “ 2 e do problema da ausência de
Percolação no ponto crítico, ou seja, na fase crítica, considerando o conjunto de vértices
definidos em V “ Z2ˆt0, 1u, conforme a Seção 2.3. A Seção 5.1 é dedicada para a prova
do Teorema 8 juntamente com resultados auxiliares. Na Seção 5.2 fazemos uma discussão
sobre a construção dos caminhos mais à esquerda que são utilizados nas demonstrações.
Ao final comentamos o resultado mais geral que é uma extensão do resultado do Teo-
rema 7. Este resultado foi provado no artigo de Duminil-Copin, Sidoravicius e Tassion
em [10] de 2016, isto é, ele demonstra a ausência de percolação na laje com N níveis
considerando o modelo Bernoulli.

Teorema 7. Não existe percolação de sítios no ponto crítico em G “ pV,Eq, com
V “ Z2 ˆ t0, 1u, isto é,

θppcq “ 0.

Para provar o Teorema 7 precisamos dos resultados abaixo.

Teorema 8. Para G “ pV,Eq, com V “ Z2 ˆ t0, 1u, existe ε ą 0 com a seguinte
propriedade: para p P p0, 1q, se existe n tal que

PppEDpnqq ą 1´ ε, (5.1)

então θppq ą 0.
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A prova do Teorema 8 está apresentada na Seção 5.1 que é toda dedicada a esta
demonstração juntamente com resultados auxiliares.

Teorema 9. Na Percolação em Sítios, se θppq ą 0 e G “ pV,Eq, com V “ Z2 ˆ t0, 1u,
então

PppEDpnqq Ñ 1,

quando nÑ 8.

Demonstração.[Teorema 9]
Este resultado segue direto do já provado na Proposição 4, utilizando o argumento da

unicidade do aglomerado infinito, a propriedade sanduíche e a Proposição 6 a seguir.

A seguir apresentamos a demonstração para o Teorema 7, utilizando os resultados
enunciados nesta Seção.

Demonstração.[Teorema 7]
Seja p tal que θppq ą 0, então pelo Teorema 9 temos que

lim
nÑ8

PppEDpnqq “ 1.

Agora fixe ε como no Teorema 8. Assim, pela definição de limite, existe N P N tal
que

PppEDpNqq ą 1´ ε.

Pela continuidade da família de medidas pPpq0ăpă1 com respeito a p, para todo p1 ă p

com p
1 próximo de p temos que

Pp1 pEDpNqq ą 1´ ε.

Portanto, pelo Teorema 8 temos que

θpp
1

q ą 0.

Suponha por absurdo que θppcq ą 0. Pelo argumento acima existe p1 ă pc tal que

θpp1q ą 0.

Isto é uma contradição visto que pela Definição 5 temos que para todo p ă pc θppq “ 0.
Concluímos assim que θppcq “ 0.
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A continuidade citada acima pode ser explicada considerando νp uma medida em
t0, 1uΓN , onde ΓN “ r´N,N s ˆ r´N,N s ˆ t0, 1u e para E Ă t0, 1uΓN

max
E
|νppEq ´ νp1 pEq| Ñ 0,

quando p1 Ñ p. Mais explicitamente temos que a medida νp é a medida produto em
Ω “ t0, 1uZ

2ˆt0,1u cujas marginais têm distribuição Bernoulli com parâmetro p, ou seja,
a medida νp é a restrição da medida Pp a ΓN . Daí,

νppEq “
ÿ

ωPE

νppωq

“
ÿ

ωPE

ź

ωpxq“1
xPΓN

p
ź

ωpxq“0
xPΓN

p1´ pq

“ p#txPΓN :ωpxq“1u
p1´ pq#txPΓN :ωpxq“0u. (5.2)

Observe que a Equação 5.2 é um polinômio em p o qual é uma função contínua e
assim se explica a continuidade da família de medidas pPpq0ăpă1.

Note que toda a argumentação feita para a apresentação da prova do resultado do
Teorema 7 não depende de conhecermos o valor exato de pc, ou seja, a demonstração é
válida independente de qual seja este valor.

5.1 Estimativas tipo RSW e a Prova do Teorema 8

Não conseguimos fazer estimativas de cruzamentos esquerda-direita em quadrados
diretamente de forma a obter o Teorema 8. Para a prova deste Teorema usaremos um
resultado análogo porém considerando cruzamentos esquerda-direita em retângulos.

Proposição 6. Para p P p0, 1q, se existe n tal que

PppEDp2n, nqq ě
49

50
, (5.3)

em G “ pV,Eq, com V “ Z2 ˆ t0, 1u então θppq ą 0.

A demonstração desta proposição é relativamente simples diferentemente da prova
do Teorema 8, por mais surpreendente que possa parecer, pois há um favorecimento
da geometria do conjunto onde definimos os cruzamentos esquerda-direita. Assim, após
provar a Proposição 6 o restante desta seção é dedicado a usá-la para obter o Teorema 8.
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Demonstração.[Proposição 6]
Vamos provar por Indução Matemática que para cada m ě 1, temos que

PppEDp2
m`1n, 2mnqcq ď

1

2m
PppEDp2n, nq

c
q. (5.4)

Caso base: m “ 1.
Seja n ě 1, fixemos k definimos os eventos:

A1 “ tpt´4ku ˆ r´k, ks ˆ t0, 1uq Ø pt0u ˆ r´k, ks ˆ t0, 1uqu

A2 “ tpt´2ku ˆ r´k, ks ˆ t0, 1uq Ø pt2ku ˆ r´k, ks ˆ t0, 1uqu

A3 “ tpt0u ˆ r´k, ks ˆ t0, 1uq Ø pt4ku ˆ r´k, ks ˆ t0, 1uqu

B1 “ tpr´2k, 0s ˆ tku ˆ t0, 1uq Ø pr´2k, 0s ˆ t´ku ˆ t0, 1uqu

B2 “ tpr0, 2ks ˆ tku ˆ t0, 1uq Ø pr0, 2ks ˆ t´ku ˆ t0, 1uqu,

veja a Figura 5.1 para uma ilustração desses eventos.

´4k 4k´2k 0 2k
´k

k
A1

A2 A3
B1

B2

Figura 5.1: Uma representação dos eventos A1, A2, A3, B1 e B2 na projeção de Z2ˆt0, 1u

em Z2. Interligando esses caminhos garantimos a ocorrência do evento EDp4k, kq

Note que os eventos A1, A2, A3, B1, B2 e EDp4k, kq são crescentes e que

A1 X A2 X A3 XB1 XB2 Ă EDp4k, kq. (5.5)

Assim utilizando a Desigualdade de FKG (Teorema 4), construindo caminhos que conectam-
se e usando a propriedade sanduíche definida na Seção 2.3 obtemos,

PppEDp4k, kqq ě PppA1 X A2 X A3 XB1 XB2q

ě PppA1qPppA2qPppA3qPppB1qPppB2q

“ pPppEDp2k, kqqq
3PppB1qPppB2q

ě rPppEDp2k, kqqs
5, (5.6)
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onde a primeira desigualdade é devido a Equação (5.5), a segunda é por causa de FKG
e a terceira pois PppB1q ě PppEDp2k, kqq e PppB2q ě PppEDp2k, kqq em virtude do
cruzamento no quadrado de lado 2k ser “mais fácil” que o cruzamento no retângulo de
lados 4k por 2k. A igualdade é porque os eventos A1, A2, A3 caracterizam o mesmo evento,
isto é, EDp2k, kq, logo PppAjq “ PppEDp2k, kqq, para j “ 1, 2, 3. Da Equação (5.6)
obtemos

PppEDp4k, kqq
c
ď 1´ rPppEDp2k, kqqs

5. (5.7)

Pela independência nos elos de retângulos disjuntos,

EDp4k, 2kqc Ă EDp4k, k, p0, kqqc X EDp4k, k, p0,´kqqc,

sendo EDp4k, k, p0, kqqc e EDp4k, k, p0,´kqqc notações para mostrar que o retângulo de
lados 8k por 2k centrado na origem foi transladado por p0, kq e p0,´kq, respectivamente.
Veja a Figura 5.2. E pela invariância por translação no modelo de percolação temos que
PppEDp4k, k, p0, kqq

cq “ PppEDp4k, k, p0,´kqq
cq “ PppEDp4k, kq

cq, assim temos que

PppEDp4k, 2kq
c
q ď rPppEDp4k, kq

c
qs

2. (5.8)

Pelas Equações (5.7) e (5.8) temos que

PpppEDp4k, 2kqq
c
q ď r1´ rPppEDp2k, kqqs

5
s
2. (5.9)

Para x P r0, 1s, temos que p1 ´ x5q2 ď 25p1 ´ xq2, então para x P
“

49
50
, 1
‰

, é válido
que p1´ x5q2 ď 1

2
p1´ xq. Substituindo x “ PppEDp2k, kqq, vemos que as Equações (5.9)

e (5.3) implicam

PpppEDp4k, 2kqq
c
q ď

1

2
r1´ PppEDp2k, kqqs

“
1

2
PppEDp2k, kq

c
q. (5.10)

E assim fica provado o caso base.
Na Equação (5.10) substitua k “ 2m´1n, onde obtemos

PpppEDp2
m`1n, 2mnqqcq ď

1

2
PppEDp2

mn, 2m´1nqcq. (5.11)

Hipótese de Indução:

PppEDp2
mn, 2m´1nqcq ď

1

2m´1
PppEDp2n, nq

c
q.
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p´4k,´2k, 0q p4k,´2k, 0q

p4k, 2k, 0qp´4k, 2k, 0q

p´4k, 0, 0q p4k, 0, 0q

Figura 5.2: O evento EDp4k, k, p0, kqq existe um cruzamento da esquerda para a direita
na translação por p0, kq do retângulo Bp4k, kq de dimensões 8k por 2k, este retângulo
transladado por p0, kq é apresentado em branco. O evento EDp4k, k, p0,´kqq existe um
cruzamento da esquerda para a direita na translação por p0,´kq do retângulo Bp4k, kq
de dimensões 8k por 2k, este retângulo transladado por p0,´kq é apresentado hachurado

Observe que a Equação (5.11) implica

PppEDp2
m`1n, 2mnqcq ď

1

2
PppEDp2

mn, 2m´1nqcq

ď
1

2

1

2m´1
pPppEDp2n, nq

c
qq

“
1

2m
pPppEDp2n, nq

c
qq,

onde na segunda desigualdade foi utilizada a Hipótese de Indução. E assim concluímos
a prova por indução.

Agora que temos a Equação 5.4 podemos concluir a prova da Proposição 6. Considere
o paralelepípedo B0 “ r0, 2ns ˆ r0, ns ˆ t0, 1u e para k ě 1,

Bk “

#

r0, 2kns ˆ r0, 2k`1ns ˆ t0, 1u, para k ímpar
“

0, 2k`1n
‰

ˆ r0, 2kns ˆ t0, 1u, para k par.

Para k ě 0 e k ímpar, defina o evento Ek em Bk

Ek “ tpr0, 2
kns ˆ t0u ˆ t0, 1uq Ø pr0, 2kns ˆ t2k`1nu ˆ t0, 1uqu,

isto é, existe um aglomerado aberto que liga um sítio da face da frente de Bk a um sítio
da face de trás de Bk. E para k par, defina o evento Ek em Bk

Ek “ tpt0u ˆ r0, 2
kns ˆ t0, 1uq Ø pt2k`1nu ˆ r0, 2kns ˆ t0, 1uqu,
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ou seja, existe um aglomerado aberto que liga um sítio da face esquerda de Bk a um sítio
da face direita de Bk, veja Figura 5.3 para ver esses eventos.

Figura 5.3: Representação dos eventos Ek, para k par e ímpar

Como PppEc
kq decai exponencialmente em k pela Equação (5.4), isto é,

PppE
c
kq ď

1

2k
PppEDp2n, nq

c
q,

assim, calculando as séries infinitas
8
ÿ

k“1

PppE
c
kq ď

8
ÿ

k“1

1

2k
PppEDp2n, nq

c
q ă 8,

então pelo Lema de Borel-Cantelli,

PppE
c
k i. v.q “ 0.

Logo,
PppEk ocorre para todo k suficientemente grandeq “ 1.

Daí, pela propriedade sanduíche definida na Seção 2.3, se Ek ocorre para todo k ą k0,
k0 par, obtemos um aglomerado aberto infinito usando os cruzamentos de baixo para
cima e da esquerda para direita nas caixas Bk que necessariamente se intersectam, logo

PppExiste um aglomerado infinitoq “ 1.

Assim, θppq ą 0.
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Lembrando que o objetivo desta Seção é provar o Teorema 8, ou seja, se existe ε ą 0

tal que a probabilidade de encontrarmos um cruzamento esquerda-direita em uma caixa
em Z2 ˆ t0, 1u é tão próxima de 1, então o sistema percola. Temos duas dificuldades
principais que distingue o caso no plano Z2 com o caso na laje Z2 ˆ t0, 1u, na qual
utilizamos a propriedade sanduíche.

Primeira, quando tentamos encontrar conexões entre caminhos na laje, não é suficiente
que suas projeções em Z2 se conectem. De fato, as projeções de dois sítios não adjacentes
na laje, usando a propriedade sanduíche podemos encontrar que suas projeções sejam
adjacentes em Z2. Por esta razão vamos “forçar” essas conexões supondo percolação e
garantindo o cruzamento esquerda-direita em paralelepípedos na laje de tal forma que a
probabilidade desses cruzamentos dependam de uma constante (Proposição 7). Porém
isto nos leva ao segundo problema pois com esta dependência da constante dificulta a
convergência dessa probabilidade de cruzamento para 1 (Proposição 8).

Proposição 7 (Cota fraca de RSW). Suponha que θppq ą 0. Então existe c0 ą 0 tal
que para todo n,

PppEDp2n, nqq ě c0.

Demonstração.[Proposição 7]
Considere as seguintes caixas

S1 “ r0, ns ˆ r0, ns ˆ t0, 1u

S2 “

„

n

2
,
3n

2



ˆ r0, ns ˆ t0, 1u

S3 “

”n

2
, n
ı

ˆ

”

0,
n

2

ı

ˆ t0, 1u.

A Figura 5.4 abaixo mostra somente as caixas S1, S2 e S3 na projeção de Z2 ˆ t0, 1u

em Z2.
Vamos denotar respectivamente os lados esquerdo, direito, de cima e de baixo de S1

por

L1 “ t0u ˆ r0, ns ˆ t0, 1u,

R1 “ tnu ˆ r0, ns ˆ t0, 1u,

T1 “ r0, ns ˆ tnu ˆ t0, 1u,

B1 “ r0, ns ˆ t0u ˆ t0, 1u.
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p0, 0, 0q p3n
2
, 0, 0q

p3n
2
, n, 0qp0, n, 0q

pn
2
, 0, 0q

pn
2
, n, 0q

pn, 0, 0q

pn, n, 0q

S1

S2

S3

Figura 5.4: Representação das caixas S1, S2 e S3 na projeção de Z2 ˆ t0, 1u em Z2

Similarmente definimos Li, Ri, Ti e Bi, para i “ 2, 3. Veja a Figura 5.5 para uma ilustra-
ção destas definições.

Definimos Fn o evento em que existe um aglomerado aberto que ligue T3 a B3 co-
nectado por um caminho aberto até R2; Gn o evento em que existe um aglomerado
aberto que ligue T3 a B3 conectado por um caminho aberto até L1; Hn o evento em que
existe um aglomerado aberto que ligue L3 a R3. Veja as Figuras 5.6, 5.7, 5.8 para uma
representação destes eventos.

Considere também os eventos

A1 “

"

pt0u ˆ r0, 2ns ˆ t0, 1uq Ø

ˆ"

3n

2

*

ˆ r0, 2ns ˆ t0, 1u

˙*

A2 “ tptnu ˆ r0, 2ns ˆ t0, 1uq Ø pt4nu ˆ r0, 2ns ˆ t0, 1uqu

B1 “

"ˆ„

2n,
3n

2



ˆ t0u ˆ t0, 1u

˙

Ø

ˆ„

2n,
3n

2



ˆ t2nu ˆ t0, 1u

˙*

Note que PppA1q “ PppA2q “ PppEDp
3n
2
, nqq, pela invariância no modelo de percolação.

Veja a Figura 5.9 para uma representação dos eventos A1, A2 e B1.

49



Figura 5.5: Representação das caixas S1, S2 e S3 na projeção de Z2 ˆ t0, 1u em Z2, da
fita mais à esquerda R e de sua reflexão em torno de T3 denotada por rR. A fita U mais
abaixo também é representada. As definições dos lados das caixas Li, Ri, Ti e Bi, para
i “ 1, 2, 3. Na figura somente o lado direito R2 da caixa S2 e o lado de cima T3 da caixa
S3 estão representados

Observe que EDp2n, nq Ą pA1 X A2 XB1q, logo,

PppEDp2n, nqq ě PppA1 X A2 XB1q

ě PppA1qPppA2qPppB1q

“

„

Pp

ˆ

ED

ˆ

3n

2
, n

˙˙2

PppB1q

ě

„

Pp

ˆ

ED

ˆ

3n

2
, n

˙˙3

, (5.12)

onde a segunda desigualdade é por FKG e a última é porque é “mais dífícil” ocorrer o
evento EDp3n

2
, nq do que o evento B1 devido as dimensões das caixas onde estão definidos,

isto é, B1 Ą EDp3n
2
, nq.
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p0, 0, 0q p3n
2
, 0, 0q

p3n
2
, n, 0qp0, n, 0q

R2

B3

T3

pn
2
, 0, 0q

pn
2
, n, 0q

pn, 0, 0q

pn, n, 0q

S2

S3

Figura 5.6: Uma representação do evento Fn

p0, 0, 0q p3n
2
, 0, 0q

p3n
2
, n, 0qp0, n, 0q

L1

B3

T3

pn
2
, 0, 0q

pn
2
, n, 0q

pn, 0, 0q

pn, n, 0q

S1

S3

Figura 5.7: Uma representação do evento Gn

Veja que EDp3n
2
, nq Ą pFn XGn XHnq, e pela propriedade sanduíche temos que

Pp

ˆ

ED

ˆ

3n

2
, n

˙˙

ě PppFn XGn XHnq

ě PppFnqPppGnqPppHnq

“ rPppFnqs
2PppHnq

“ rPppFnqs
2Pp

´

ED
´n

2

¯¯
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p0, 0, 0q p3n
2
, 0, 0q

p3n
2
, n, 0qp0, n, 0q

L3 R3

pn
2
, 0, 0q

pn
2
, n, 0q

pn, 0, 0q

pn, n, 0q

S3

Figura 5.8: Uma representação do evento Hn

p0, 0, 0q p4n, 0, 0q

p4n, 2n, 0qp0, 2n, 0q

A1

A2

B1

Figura 5.9: Representação da caixa de dimensões 4n por 2n na projeção de Z2 ˆ t0, 1u

em Z2. Os eventos A1, A2 e B1 estão ilustrados também na projeção

onde a segunda desigualdade é por FKG, a primeira e segunda igualdades é em virtude
da invariância por translação do modelo de percolação e porque PppFnq “ PppGnq e
PppHnq “ PppEDp

n
2
qq. Agora precisamos de uma estimativa para PppFnq. Mostraremos

mais adiante no Lema 6 que PppFnq ě p4

4
. Vamos por ora utilizar este resultado. Assim,

obtemos que a

Pp

ˆ

ED

ˆ

3n

2
, n

˙˙

ě
p8

16
Pp

´

ED
´n

2

¯¯

ě
p8

32
, (5.13)
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onde a primeira desigualdade é devido ao Lema 6 e a segunda por causa do Teorema 9,
para todo n suficientemente grande.

Combinando as Equações (5.12) e (5.13) temos que para n grande

PppEDp2n, nqq ě
p24

32768
“ c1.

Assim, existe N tal que a cota inferior vale @n ě N e escolhemos a constante c0 de
modo que

c0 “ min

"

c1,

ˆ

min
1ďnďN´1

tPppEDp2n, nqqu

˙*

.

Lema 6. Suponha que θppq ą 0. Para n grande,

PppFnq ě
p4

4
.

Demonstração.[Lema 6]
Começamos buscando uma representação adequada para Fn e precisamos introduzir

várias notações novas.
Seja TD um cruzamento de cima a baixo na caixa S3 que toca uma vez somente T3

e B3. Defina a projeção π : GN Ñ Z2, com GN “ Z2 ˆ t0, 1u e πpx, y, zq “ px, yq e para
cada subconjunto X Ă GN temos πpXq “ tπpνq : ν P Xu. Vamos associar também uma
fita: RpXq “ tν P GN : πpνq P πpXqu.

Para a fita R de um caminho cruzando de cima para baixo em S3, associamos a região
em S3 à esquerda de R. Esta é uma região de S3 (vista como um subconjunto de R3)
que não contém nenhum sítio de R e que pode ser conectada ao lado direito de S3 por
um caminho sem interceptar R. Iremos denotar a região à esquerda de R por LpRq e
DpRq será o evento em que a fita R é a mais à esquerda. A seguir apresentamos duas
propriedades desta construção que seguem da Proposição 10 a qual é apresentada mais
adiante.

1. Defina An o evento em que existe um caminho aberto autoevitável de cima a baixo
em S3 que pode ser representado como união disjunta

ď

R

DpRq sobre todas as

possíveis fitas autoevitáveis com cruzamento de cima a baixo de S3.

2. Para cada R, o evento DpRq depende somente do estado dos vértices na região
L̄pRq “ R Y LpRq.
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Qualquer (não necessariamente o único) cruzamento TD na fita mais à esquerda nós
chamamos de caminho mais à esquerda.

Vamos decompor An sobre os eventos DpRq para um dado n

PppAnq “
ÿ

R

PppDpRqq, (5.14)

onde a soma é sobre todas as possíveis fitas atravessando S3 de cima a baixo. Denotamos
a reflexão da fita R em relação a T3 por

rR “ tpx, y, zq : px, n´ y, zq P Ru.

Defina GpRq a região em S2 estritamente à direita de R Y rR, isto é, GpRq é o con-
junto de vértices que podem ser conectados por caminhos abertos a ambos R Y rR e R2.
Considere também CpRq o evento que existe um caminho aberto em S2 que conecta o
lado direito R2 a fita R Y rR. Assim, CpRq é independente de DpRq. Então

PppDpRq, CpRqq “ PppDpRqqPppCpRqq ě PppDpRqqPppEDpnqq,

pois CpRq Ą EDpnq, e visto que é maior a probabilidade de atravessar o quadrado de
lado 2n da fita R até o seu lado direito do que atravessá-lo por completo da esquerda
para a direita.

Definimos C1pRq o evento existe um caminho aberto em GpRq que conecta o lado
direito R2 à fita R e C2pRq o evento existe um caminho aberto em GpRq que conecta o
lado direito R2 à fita rR. Pela simetria e invariância no modelo de percolação, para um
R fixo, ambos os eventos C1pRq e C2pRq tem a mesma probabilidade. Como eles são
eventos crescentes,

PppEDpnqq ď PppCpRqq

1´ PppEDpnqq ě 1´ PppCpRqq

“ PppCpRq
c
q

“ PppC1pRq
c
X C2pRq

c
q

ě rPppC1pRq
c
qs

2,

onde a última desigualdade é por FKG e pelo fato de que PppC1pRqq “ PppC2pRqq. Então

PppC1pRqq ď

b

1´ PppEDpnqq

1´ PppC1pRqq ď

b

1´ PppEDpnqq

PppC1pRqq ě 1´
b

1´ PppEDpnqq ě
1

2
, (5.15)
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sendo a última desigualdade devido ao Teorema 9 para n suficientemente grande.
Portanto, para n grande,

ÿ

R

PppDpRq, C1pRqq “
ÿ

R

PppDpRqqPppC1pRqq ě
1

2
PppAnq ě

1

4
, (5.16)

onde a igualdade é da independência entre DpRq e CpRq, e consequentemente C1pRq, a
primeira desigualdade é pelas Equações (5.14) e (5.15) e a segunda também é devida ao
Teorema 9.

Se o grafo fosse Z2, a demonstração estaria completa porque DpRqXC1pRq implicaria
Fn. Entretanto, em GN , o caminho usado no evento C1pRq não necessariamente tem
que encontrar um cruzamento aberto de cima a baixo em S3 contendo R. Para corrigir
isso, nós precisamos encaixar caminhos usando sítios abertos. Para tal, utilizaremos
alguns eventos independentes. Considere a região GpRq à direita de R Y rR. Definimos
analogamente como antes o cruzamento aberto mais abaixo da esquerda para direita
TD em GpRq e o evento RpTDq como sendo o único cruzamento da esquerda para a
direita mais abaixo em GpRq. Vamos dividir o evento DpRqXC1pRq de acordo com a fita
associada ao cruzamento mais baixo: para qualquer cruzamento aberto da esquerda para
a direita U em GpRq denotaremos por DpR,Uq o evento que U é a mais baixa das fitas.
De novo, distinguiremos U1 e U2, o primeiro como sendo o evento que existe um caminho
aberto em GpRq que conecta o lado direito R2 à fita R e o segundo como o evento que
existe um caminho aberto em GpRq que conecta o lado direito R2 à fita rR. Os eventos
DpR,U1q e DpR,U2q são disjuntos, sendo o primeiro é a fita U1 mais baixa que conecta
R a R2 e o segundo é a fita U2 mais baixa que conecta rR a R2. Portanto temos que

PppDpRq, C1pRqq “
ÿ

U

PppDpRq, DpR,Uqq , (5.17)

onde a soma é sobre todas as fitas possíveis U que cruzam a região GpRq conectando
o lado direito R2 à fita R. Para tais R e U , considere a região de GpRq acima de U e
incluindo rR a qual denotaremos por GpR,Uq. Note que os eventos DpRq e DpR,Uq tem
as configurações dos vértices independentes na região GpR,Uq.

Podemos encontrar um caminho determinístico γpR,Uq em GpR,Uq com pelos menos
2 vértices sendo um deles vizinho de R e o outro de U . Defina ApR,Uq o evento que
todos os vértices do caminho γpR,Uq são abertos; este evento cria uma pequena conexão
entre as fitas R e U e portanto DpRq XDpR,Uq X ApR,Uq implica ocorrência de Fn. É
importante ressaltar que o caminho γpR,Uq seja determinístico e fique inteiramente na

55



região GpR,Uq ´ o primeiro fato nos permite dar um limite inferior a

PppApR,Uqq ě p4 (5.18)

e o segundo nos permite separar o estado das outras fitas. Assim,

PppFnq ě
ÿ

R

ÿ

U

PppDpRq XDpR,Uq X ApR,Uqq,

pois Fn Ą
ď

R

ď

U

DpRq XDpR,Uq X ApR,Uq.

PppFnq ě
ÿ

R

ÿ

U

PppDpRq, DpR,UqqPppApR,Uqq,

pela desigualdade de FKG.

PppFnq ě p4
ÿ

R

ÿ

U

PppDpRq, DpR,Uqq

“ p4
ÿ

R

PppDpRq, C1pRqq,

onde a desigualdade é devida a Desigualdade (5.18) e a igualdade pela Equação (5.17).
Assim, pela Desigualdade (5.16) temos que

PppFnq ě
p4

4
.

Para o Corolário 2 abaixo utilizamos a notação Annpm,nq o anel com raio interno
igual a m e raio externo de tamanho n, isto é, Annpm,nq “ BpnqzBpmq, sendo Bpmq “
r´m,ms2 ˆ t0, 1u. Veja na Figura 5.10 a seguir uma representação destes elementos.

Corolário 2. Para cada n, defina An o evento existe um circuito aberto ao redor da
origem em Annpn, 2nq. Suponha que θppq ą 0. Então existe c2 ą 0 tal que para todo n,

PppAnq ě c2.

Demonstração.[Corolário 2] A prova é um argumento padrão de conexão de caminhos
já utilizado na demonstração da Proposição 7.

Proposição 8 (Cota forte de RSW). Suponha que θppq ą 0. Então

PppEDp2n, nqq Ñ 1, quando nÑ 8. (5.19)
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Bpnq

Bpmq

An

Figura 5.10: Representação do anel Annpm,nq “ BpnqzBpmq e do circuito aberto ao
redor da origem An na projeção de Z2 ˆ t0, 1u em Z2. O ponto no centro da figura é a
origem

Demonstração.[Proposição 8]
Pela Desigualdade (5.12) é suficiente mostrar que o limite da probabilidade Pp

`

ED
`

3n
2
, n
˘˘

é igual a um. Defina S1, S2 e S3 como na prova da Proposição 7. Note que pela
Desigualdade (5.13) e o Teorema 9, para provar a Equação (5.19) basta mostrar que
PppFnq Ñ 1, onde Fn é o evento existe um aglomerado aberto de cima a baixo em S3

conectado em S2 por um caminho aberto ao lado direito R2 de S2. Para mostrar isto,
vamos fazer a mesma decomposição como usada no Lema 6. Relembre as definições de
R, rR,An, U, CpRq, C1pRq, DpRq e GpRq apresentadas no Lema 6.

A partir daqui ainda precisamos introduzir uma nova notação. Assim, vamos dividir
a fita R em dois pedaços, o de cima e o de baixo

RB “ R X
”n

2
, n
ı

ˆ

”

0,
n

4

ı

ˆ t0, 1u

RT “ R X
”n

2
, n
ı

ˆ

”n

4
,
n

2

ı

ˆ t0, 1u.

Considere o evento C1pRT q existe um caminho aberto em GpRq que conecta o lado direito
R2 ao pedaço RT e o evento C1pRBq existe um caminho em GpRq que conecta o lado
direito R2 ao pedaço RB. Note que

C1pRq “ C1pRT q Y C1pRBq

e equivalentemente
C1pRq

c “ C1pRT q
c X C1pRBq

c,

assim, como C1pRT q e C1pRBq são eventos crescentes então pela desigualdade de FKG
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temos que

PppC1pRT q
c
qPppC1pRBq

c
q ď PppC1pRq

c
q. (5.20)

Pela Equação (5.15) temos que

PppC1pRT q
c
qPppC1pRBq

c
q ď

b

1´ PppEDpnqq. (5.21)

Observe que da Equação (5.21) obtemos

mintPppC1pRT q
c
q, PppC1pRBq

c
qu ď p1´ PppEDpnqqq

1
4 .

Equivalentemente,

maxtPppC1pRT qq, PppC1pRBqqu ě 1´ p1´ PppEDpnqqq
1
4 . (5.22)

Vamos supor que o máximo na Equação (5.22) seja PppC1pRBqq. Caso não seja, basta
substituir nos argumentos seguintes o caminho aberto mais abaixo conectando R2 ao RB

por caminho aberto mais acima conectando R2 ao RT . Vamos escrever C1pRBq como
a união disjunta de eventos do tipo DpR,Uq como anteriormente, porém, neste caso,
utilizando somente as fitas U em GpRq que estão conectando o lado direito R2 ao pedaço
da fita RB

PppC1pRBqq “
ÿ

U

PppDpR,Uqq.

Dependendo da configuração de R e U escolhemos um vértice determinístico ν cuja
distância a ambos R e U seja de no máximo 2 unidades (veja Figura 5.11). Considere os
aneis centrados em ν denotados por Ann1, Ann2, . . . , Annk, para k “

X

1
2

lnpnq
\

Annj “ Bpν; 2j`1
qzBpν; 2jq,

onde Bpν; lq é a caixa r´l, ls2 ˆ t0, 1u transladada para ter seu centro em ν.
Considere rGpR,Uq a região de S2 acima de U e à direita de R Y rR. Denotamos

HjpR,Uq o evento existe um caminho aberto em Annj X rGpR,Uq que contém os vértices
px1, y1, 0q e px1, y1, 1q adjacentes a R e os vértices px2, y2, 0q e px2, y2, 1q adjacentes a U .

Afirmação 1. Existe c ą 0 tal que para todo j, n e escolhas de R e U ,

PppHjpR,Uqq ě c. (5.23)
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Figura 5.11: Representação dos aneis Annj

Note que para qualquer j, a ocorrência de HjpR,Uq XDpR,Uq XDpRq implica ocor-
rência de Fn. Portanto,

PppFnq ě
ÿ

R

ÿ

U

PppDpRq, DpR,Uq, Fnq

ě
ÿ

R

ÿ

U

PppDpRq, DpR,Uq, HjpR,Uq ocorre para algum jq

ě

”

1´ c
1
4

lnpnq
ı

ÿ

R

ÿ

U

PppDpRq, DpR,Uqq

“

”

1´ c
1
4

lnpnq
ı

ÿ

R

PppDpRqqPppC1pRLqq

ě

”

1´ c
1
4

lnpnq
ı

„

1´ 4

b

1´ PppEDpnqq



PppEDpnqq,

sendo a primeira desigualdade por causa de Fn Ą
ď

R

ď

U

pDpRq X DpR,Uq X Fnq, a se-

gunda devido a Fn Ą pDpRq X DpR,Uq X HjpR,Uqq para algum j, a terceira ao fato
da independência dos H 1

js e a igualdade usa a independência entre DpRq e DpR,Uq. A
última expressão converge a 1 quando nÑ 8 pelo Teorema 9 e portanto

PppFnq Ñ 1.
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Demonstração.[Afirmação 1] Qualquer caminho em Annj X rGpR,Uq que contém um
vértice adjacente a R e um adjacente a U chamaremos de um quarto do circuito. Assim
como no caso de um caminho aberto mais à esquerda em uma caixa, nós podemos definir
uma única fita mais no interior. Denotamos InpR,U,W q o evento em que W é tal fita
mais no interior em Annj X rGpR,Uq (veja Figura 5.11). Vamos denotar como antes
W1 e W2, e os eventos InpR,U,W1q e InpR,U,W2q são disjuntos. Além disso o evento
InpR,U,W q depende somente dos estados de configuração dos vértices em W ou em
seu “interior”. Neste evento podemos identificar caminhos determinísticos γ1pR,U,W q e
γ2pR,U,W q no “exterior” deW tal que o primeiro caminho contenha um vértice adjacente
a W e um adjacente a R, e o segundo caminho contenha um vértice adjacente a W e
um adjacente a U , e ambos os caminhos tem tamanho até igual a 2 unidades. Considere
JpR,U,W q o evento todos os sítios dos caminhos γ1pR,U,W q e γ2pR,U,W q são abertos.

Note que JpR,U,W q implica evento HjpR,Uq. Portanto

PppHjpR,Uqq “
ÿ

W

PppInpR,U,W qq

ě
ÿ

W

PppInpR,U,W q, JpR,U,W qq

ě p8
ÿ

W

PppInpR,U,W qq

ě p8 PppCjq,

onde Cj é o evento existe um circuito aberto em torno de ν no anel Annj. Mas esta
probabilidade é limitada inferiormente e uniformemente por uma constante c2 ą 0 pelo
Corolário 2.

5.2 Construção do caminho mais à esquerda

Nesta Seção expomos as ideias para a construção da fita R mais à esquerda, que é
única, obtida a partir da projeção dos caminhos de Z2 ˆ t0, 1u em Z2, porém o caminho
em Z2 ˆ t0, 1u associado a esta fita R pode não ser único.

Seja γ “ pv0, . . . , vkq um caminho em Bpnq “ r0, ns2 ˆ t0, 1u. γ é um caminho (ou
cruzamento) de cima para baixo em Bpnq se v0 é um sítio da face de cima de Bpnq
denotada por r0, ns ˆ tnu ˆ t0, 1u, vk é um sítio da face de baixo de Bpnq denotada por
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r0, ns ˆ t0u ˆ t0, 1u e nenhum outro vértice de γ está nas faces de cima e de baixo de
Bpnq.

Da definição de caminho autoevitável apresentada na Seção 2.4 definimos que o ca-
minho γ é fortemente autoevitável se πpviq “ πpvjq implicar |i ´ j| ď 1, sendo πp¨q a
projeção definida na demonstração do Lema 6. Note que se γ é um caminho fortemente
autoevitável então ele também será autoevitável.

O Lema 7 abaixo é uma consequência importante da propriedade sanduíche. Este
lema garante a existência de um caminho fortemente autoevitável que ligue Bpnq de
cima para baixo dado que exista um caminho qualquer que ligue Bpnq de cima para
baixo.

Lema 7. Se existe um caminho aberto com cruzamento de cima para baixo de Bpnq em
Z2 ˆ t0, 1u, dada uma configuração ω, então existe um caminho aberto com cruzamento
de cima para baixo de Bpnq o qual é fortemente autoevitável.

Vamos dar uma ideia da prova do Lema 7. A partir de um caminho γ qualquer com
cruzamento de cima para baixo em Bpnq conseguimos retirar seus loops, caso existam,
para torná-lo fortemente autoevitável.

Considere a partir de agora somente os caminhos γ fortemente autoevitáveis com
cruzamento de cima para baixo em Bpnq. E para cada γ associamos as suas projeções
πpγq no subconjunto πpBpnqq, ou seja, πpγq “ pπpv0q, . . . , πpvkqq. Note que πpγq em
πpBpnqq pode não ser um caminho, tendo assim vértices duplicados (que na projeção
coincidem). Porém conseguimos remover estes vértices duplicados de forma a obter um
caminho rπpγq que é autoevitável em πpBpnqq. Seja Cpnq o conjunto dos caminhos abertos
autoevitáveis com cruzamento de cima para baixo em πpBpnqq.

Para qualquer caminho rγ P Cpnq consideramos o caminho contínuo em R2 obtido a
partir de conexões de vértices sucessivos. Fazemos isto para obtermos a curva de Jordan a
partir do caminho rγ, denotada por C

rγ, que consiste em uma curva contínua fechada. Veja
a Figura 5.12 abaixo. Pelo Teorema da curva de Jordan, o conjunto R2zC

rγ é composto
de duas partes: uma limitada (o interior da curva) e uma ilimitada (o exterior da curva).
Vamos denotar Lprγq a parte limitada da curva de Jordan construída a partir do caminho
rγ.

Vamos definir agora o caminho mais à esquerda. Seja o caminho rγ P Cpnq qualquer,
denotamos Dprγq o evento onde as duas condições seguintes são verdadeiras:

i) Existe um caminho γ fortemente autoevitável com cruzamento de cima para baixo
em Bpnq tal que πpγq “ rγ.
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C
rγ

Figura 5.12: Representação da curva de Jordan C
rγ (curva em negrito) em R2. A parte

hachurada é o interior da curva e a parte em branco é o exterior

ii) Não existe nenhum caminho τ fortemente autoevitável com cruzamento de cima
para baixo em Bpnq tal que a região à esquerda Lpπpτqq é estritamente contida em
Lprγq.

Proposição 9. As seguintes afirmações são verdadeiras.

1. O evento Ξn “ texiste um caminho com cruzamento de cima para baixo em Bpnqu

é a união disjunta sobre todos os caminhos abertos autoevitáveis com cruzamento
de cima para baixo em Bpnq, isto é,

ď

rγPCpnq

Dprγq.

2. Para cada caminho rγ P Cpnq, o evento Dprγq depende somente do estado dos vértices
na região

Xprγq “ π´1
ptu : u é um vértice de rγu Y tu : u P Lprγquq,

ou seja, Xprγq é o conjunto de vértices que são projetados em rγ (caminho autoevi-
tável) ou são os vértices à esquerda de rγ.

Vamos esboçar a prova da Proposição 9. O item 2 segue de imediato da definição do
evento Dprγq porque tanto o caminho rγ quanto qualquer caminho τ devem ter todos os
vértices em Xprγq.

Para provar o item 1, tomamos os caminhos diferentes rγ e rτ em Cpnq, ou seja, rγ
e rτ são caminhos abertos distintos autoevitáveis na projeção com cruzamento de cima
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para baixo em Bpnq. Os eventos Dprγq e Dprτq não podem ocorrer simultaneamente.
Para mostrar isto é utilizado um argumento por contradição supondo que Dprγq e Dprτq
ocorrem concomitantemente. Como os caminhos rγ e rτ são diferentes, então a curva
de Jordan construída a partir do caminho rγ, denotada por C

rγ, não é igual a curva
de Jordan construída a partir de rτ , denotada por C

rτ . Define-se Dpnq o conjunto dos
caminhos fortemente autoevitáveis com cruzamento de cima para baixo em Bpnq (esses
caminhos não necessariamente são abertos). Conseguimos construir χ P Dpnq. Para
maiores detalhes desta construção sugerimos uma leitura atenta da Seção 4 do artigo [9].

A Proposição 10 abaixo é quase a mesma coisa que a Proposição 9 trocando os ca-
minhos abertos autoevitáveis com cruzamento de cima par baixo em πpBpnqq por fitas
distintas autoevitáveis que tenham projeções diferentes. Considere a fita R “ Rpγq “

tν P Bpnq : πpνq P πpγqu autoevitável com cruzamento de cima para baixo em Bpnq

e definimos o evento DpRq “
ď

τ

Dprπpτqq, sendo a união feita sobre todos os caminhos

autoevitáveis τ com cruzamento de cima para baixo em Bpnq com Rpτq “ R. Seja LpRq
a união de todas as regiões π´1pLprπpτqqq para qualquer caminho τ .

Proposição 10. As seguintes afirmações são verdadeiras.

1. O evento Ξn “ texiste um caminho com cruzamento de cima para baixo em Bpnqu

é a união disjunta sobre todas as fitas autoevitáveis com cruzamento de cima para
baixo de Bpnq, ou seja,

ď

R

DpRq.

2. Para cada fita R, o evento DpRq depende somente do estado do vértice na região

L̄pRq “ R Y LpRq.

A partir de um exemplo vamos expor a veracidade da Proposição 10. Fixe a fita
R autoevitável. Para o evento DpRq ocorrer, tem que existir um caminho aberto em
Z2 ˆ t0, 1u na fita R conectando um sítio na face de cima a um sítio na face de baixo
de Bpnq. Se todos os sítios à esquerda de R que estão na região LpRq forem fechados,
somente isto não garante que a fita R será a mais à esquerda.

De fato, considere agora um outra fita pR autoevitável, diferente da fita R, então
teremos os eventos DpRq e Dp pRq disjuntos. Veja a Figura 5.13 abaixo um exemplo para
as fitas R e pR.

Observe que a região à esquerda de R e pR são iguais, isto é, LpRq “ Lp pRq. Para pR ser
a fita mais à esquerda, necessariamente precisamos usar os 3 sítios “fora da linha reta”.
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R pR

Figura 5.13: Considere as fitas R e pR (já projetadas em Z2). Nas fitas R e pR, a linha
em azul representa os sítios abertos em Z2ˆt0, 1u que estão no nível 1, a linha em preto
representa os sítios abertos em Z2 ˆ t0, 1u que estão no nível 0, e o sítio em vermelho é
onde tem a mudança de nível (do nível 1 ao nível 0), isto é, os sítios nos níveis 1 e 0 da
laje localizados na projeção em vermelho tem que estar ambos abertos

Este exemplo mostra que para a fita R ser a mais à esquerda não depende somente
dos sítios localizados na região LpRq, mas também o caminho tem que usar todos os
sítios.

Se não tivéssemos os dois níveis, ou seja, se o problema fosse em Z2, pR nunca seria o
caminho mais à esquerda. Porém, considerando Z2 ˆ t0, 1u, o caminho cuja projeção em
Z2 é a fita R, pode não ser o caminho mais à esquerda, precisando assim dos sítios “fora
da linha reta” da fita pR para que ela possa ser o caminho mais à esquerda.

Concluímos assim que a ocorrência do evento DpRq depende não somente da região
LpRq como também na própria escolha da fita R e como é a configuração dos sítios
da fita R. E em Z2 quando duas fitas R e pR têm a mesma região à esquerda, isto é,
LpRq “ Lp pRq, somente uma delas será a mais à esquerda. Além disso, em Z2 a própria
região LpRq define se o evento DpRq pode ocorrer ou não. Porém isto pode não ocorrer
em Z2ˆt0, 1u. O exemplo anterior mostra exatamente isso: dois caminhos com a mesma
região à esquerda mas a ocorrência da fita mais à esquerda pode ocorrer para ambos.

A seguir vamos expor um comentário sobre o principal resultado do artigo de Duminil-
Copin, Sidoravicius e Tassion em [10] de 2016, que discute a ausência de percolação no
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ponto crítico considerando o modelo definido na laje com N níveis, isto é, o grafo conside-
rado onde constrói-se os caminhos em Z2ˆt0, 1, . . . , N´1u. Este resultado apresentamos
abaixo no Teorema 10, cujo enunciado é muito parecido com o do Teorema 7. As dife-
renças são no grafo em si e no tipo de percolação: em um tem-se 2 lajes e considera-se
percolação nos sítios (Teorema 7) e no outro tem-se N lajes e considera-se percolação
nos elos (Teorema 10).

Teorema 10. Não existe percolação de elos no ponto crítico em GN “ pVN , ENq, com
VN “ Z2 ˆ t0, 1, . . . , N ´ 1u, isto é,

θppcq “ 0.

No artigo [10] o modelo de percolação é construído considerando o modelo Bernoulli
onde os elos em Z2 ˆ t0, 1, . . . , N ´ 1u tem probabilidade p P r0, 1s de estar aberto e
probabilidade 1 ´ p de estar fechado. Também é considerada independência entre o
estado dos elos. No mesmo artigo afirma que a prova que generaliza o resultado para
a percolação em lajes para um subconjunto em Zd é bem parecida, com as devidas
adaptações, isto é, considerando um grafo qualquer da forma Z2 ˆ G, onde G é finito.
Isto inclui o caso em que G “ t0, 1, . . . , N ´ 1ud´2 para d ě 3.

Uma situação importante realçada pelos autores Duminil-Copin, Sidoravicius e Tas-
sion em [10] é o fato de Z2 ˆ t0, 1, . . . , N ´ 1ud´2 aproximar Zd quando N tende para
infinito, e assim sugerir que a ausência de percolação na laje no ponto crítico poderia ser
um indício da solução do problema original da ausência de percolação no ponto crítico
em Zd.

A ideia da demonstração do Teorema 10 é bem parecida com a que é feita para o
Teorema 7. Supõe-se que θppq ą 0 e a partir disto constrói-se um critério de tamanho
finito o qual é suficiente para a ocorrência de percolação. Pela continuidade da medida de
probabilidade toma-se um parâmetro p1 suficientemente próximo de p onde o tal critério
é satisfeito, onde conclui-se que θppcq “ 0.

Como na prova do Teorema 7, precisa-se conectar caminhos para mostrar o resultado e
para isso utiliza-se um resultado que permite conectar caminhos em Z2ˆt0, 1, . . . , N´1u

com probabilidade próxima de um. No artigo [10] este resultado é chamado de Lema
gluing, usando a ideia da conexão de caminhos. Neste artigo aplica-se o argumento de
construção de blocos onde a percolação ocorre para um valor p1 próximo de p. O Lema
gluing fornece uma resposta para uma dificuldade encontrada ao fazer renormalização
em 3 dimensões.
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