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Figura 1. Cone retângulo com uma seção perpendicular a geratriz. 

 

Fonte: LOPES, F. J., 2011 

 

 

 

Figura 2. Seção circular 

 

Fonte: LOPES, F. J., 2011 

 



 

 

 

 

Figura 3. Secção plana do cone, passando pelo seu eixo. 

 

Fonte: LOPES, F. J., 2011 
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 Figura 4. Imagem produzida através do software GeoGebra 

 
 

 



 

 

 

 

 

Figura 5. Curvas obtidas através da seção do plano perpendicular a geratriz 

 
Fonte: LOPES, F. J., 2011 

 

 



 

 

Figura 6. Seções cônicas obtidas a partir de um mesmo cone 

 

Fonte: www.intmath.com 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 



 

 

3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1 

 

 

 

 

3.1.1  

 

 

 



 

 

Figura 7. Parábola e seus elementos. 

 

Fonte: Construído pela autora no GeoGebra 

 

Como elementos principais dessa curva, temos: 

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Gráfico da equação . 

 
 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

Fonte: Construído pela autora no GeoGebra 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Figura 10. Gráfico da equação . 

 
 

 

3.1.2  

  

 

 

 

Figura 11. Desenho de uma elipse utilizando uma corda fixada a dois pontos 

 

Fonte: Arquivo da autora 



 

 

 A elipse se parece com um círculo achatado. É fácil perceber que a figura possui dois 

eixos de simetria (figura 12), sendo eles pertencentes à reta que passa pelos pontos  e , 

(chamados de focos da elipse) e à reta perpendicular a esta que passa pelo ponto médio do 

segmento que liga os focos (centro da elipse, representado na figura pelo ponto ).  

 

Figura 12. Elementos da elipse 

 
 

 

Os parâmetros da curva são dados pelos números reais ,  e  da figura. O segmento 

, chamado eixo maior, e o segmento , chamado eixo menor, possuem comprimento 

 e  respectivamente. A distância entre os dois focos, chamada distância focal, tem 

comprimento igual a . Os pontos , ,  e  são os vértices da elipse. 

 É possível afirmar que a soma das distâncias de um ponto qualquer da elipse aos seus 

focos é sempre igual ao comprimento do eixo maior, ou seja, . Para confirmar essa afirmação, 

basta visualizar que a soma das distâncias do ponto  aos focos será dada pela soma 

 ou seja, a distância focal mais duas vezes a distância de  a , que é a mesma distância 

de  a , por simetria. Essa soma é obviamente igual a , que é o comprimento do eixo 

maior. 

 Tem-se ainda uma importante característica da elipse, denominada excentricidade. A 

excentricidade (simbolizada por ) é um número real positivo, dado pela razão: 

 

Por construção, a distância focal  é tal que , e assim . Para ilustrar 

a influência da excentricidade no formato dessa curva, vamos tomar três elipses com 

comprimento do eixo maior fixos e a distância focal variável, como visto na figura 13.  

 



 

 

Figura 13. Excentricidade da elipse 

 
 

 

Temos, nessa situação, 

 

É possível notar que quanto maior a excentricidade (ou seja, quanto mais a 

excentricidade se aproxima de 1), mais achatada é a elipse. 

  

 

 

Considere uma elipse com centro na origem do sistema de coordenadas cartesianas e 

eixo maior sobre o eixo .  

 

Figura 14. Elipse com centro na origem e eixo maior sobre o eixo  

 
 

 



 

 

Seja  um ponto qualquer da elipse. Tem-se para as coordenadas dos focos,  e 

, os pontos  e . Como , tem-se que: 

 

 

 

Elevando os dois lados da equação ao quadrado teremos: 

 

 

 

Elevando novamente os dois lados da equação ao quadrado teremos: 

 

 

 

 

 Como podemos notar na figura 14 que o triangulo  é retângulo. Pelo Teorema de 

Pitágoras: 

 

 Substituindo esse valor na equação anterior teremos: 

 

 Dividindo ambos os lados da equação por : 

 

 Esta é a equação reduzida da elipse com centro na origem e eixo maior sobre o eixo .  

 

 Exemplo: A equação  é uma elipse com centro na origem, eixo 

maior na horizontal, , ,  e , pois 

 

e como, 

 

temos  

 



 

 

Figura 15. Gráfico da equação . 

 
 

 

De modo análogo, obtém-se a equação, 

 

para a elipse com centro na origem e eixo maior sobre o eixo . 

 

 Exemplo: A equação  é uma elipse com centro na origem, eixo 

maior na vertical, , ,  e , pois,  

 

e como 

 

temos . 

 



 

 

Figura 16. Gráfico da equação  

 
 

 

 

 

 

 

 

Figura 17. Circunferência com centro A na origem 

 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.3  

 

Hipérbole é o lugar geométrico no plano dado pelos pontos cujo valor absoluto da 

diferença de suas distâncias em relação a dois pontos fixos (os focos) é constante e menor que 

a distância entre focos. 

 

Figura 18. Elementos da hipérbole 

 
 

 



 

 

Na figura 18 estão representados os principais elementos da hipérbole e também seus 

parâmetros:  

 Focos: os pontos  e . A distância entre esses pontos é denominada distância focal e 

. 

 Centro: o ponto médio do segmento  

 Vértices: os pontos  e  

 Eixo real: o segmento  de comprimento  

 Eixo imaginário: segmento  de comprimento .  

   Retângulo de Referência: retângulo de lados  e , definido pela interseção da 

circunferência de diâmetro igual a distância focal, com centro em  e as retas perpendiculares 

ao eixo real, passando pelos vértices. 

A quantidade , definida pela relação: 

 

em que  é metade da distância do eixo real, e  metade da distância dos focos é chamada de 

excentricidade da hipérbole. O valor da distância focal, por definição, é sempre maior que a 

distância do eixo real. Sendo assim, a excentricidade é sempre maior que . Pela figura 19, 

pode-se notar que: 

 

Ou seja, quanto maior a excentricidade, mais abertos  são os ramos da hipérbole. 

 

Figura 19. Excentricidade da hipérbole 

  
 

 



 

 

 

 

Considere uma hipérbole centrada na origem e com seu eixo real (o eixo que contém os 

focos da curva) coincidente com o eixo . Seja  um número real tal que . É fácil 

verificar que, de forma semelhante àquela feita no estudo da elipse, para que um ponto  

pertença à hipérbole, este deve obedecer a relação: 

 

e assim, 

 

 Quando  estiver no ramo da direita, a diferença é positiva, caso contrário será negativa. 

Seja  o ponto ,  o ponto  e  o ponto  como mostrado na figura 

13. Considerando que  está no ramo da direita temos que: 

 

 

 

 Elevando os dois lados da equação ao quadrado teremos: 

 

 

 

 Considerando que  está no ramo da esquerda, temos que: 

 

 

 

 Elevando os dois lados da equação ao quadrado teremos: 

 

 

 

 Elevando novamente os dois lados da equação ao quadrado, em ambas as situações  

e , teremos: 

 

 



 

 

 

 

 Como podemos notar na figura 18, o triangulo  é retângulo. Usando o teorema de 

Pitágoras temos que: 

 

 Substituindo esse valor na equação anterior, obtém-se: 

 

e dividindo ambos os lados da equação por : 

 

Esta é a equação reduzida da hipérbole com centro na origem e eixo real sobre o eixo . 

De modo análogo, obtém-se a equação, 

 

para a hipérbole com centro na origem e eixo real sobre o eixo . Os ramos da hipérbole tendem 

a tangenciar duas retas no infinito. Essas retas representadas na figura 18 por  e , são 

chamadas de assíntotas da hipérbole e são definidas pelas equações: 

 

quando seu eixo real está sobre o eixo  e: 

 

quando seu eixo real está sobre o eixo y. 

 Exemplo: A equação  é uma hipérbole com centro na origem, eixo 

real na horizontal, , ,  e . Pois, 

 

e como . Tem-se ainda  e assíntotas 

. 

 

 

 

 

 



 

 

Figura 20. Gráfico da equação  e suas assíntotas. 

 
 

 

Exemplo: A equação  é uma hipérbole com centro na origem, 

eixo real na vertical, , , ,  e assíntotas , pois 

 

 

 

Figura 21. Gráfico da equação  e suas assíntotas. 

 
 

 



 

 

3.2 

 

 

 

 

Figura 22. Translação de eixos 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 



 

 

3.2.1  

 

 

 

 

 

 

Figura 23. Parábola com vértice fora da origem e eixo de simetria paralelo ao eixo  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Figura 24. Gráfico da equação .   

 

 

 

3.2.2  

 

 

 

Figura 25. Elipse com centro fora da origem e eixo maior paralelo ao eixo  

 

 

 



 

 

  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Figura 26. Gráfico da equação . 

 

 

 



 

 

3.2.3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 



 

 

 

 

Figura 28. Gráfico da equação .   
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4.1.1  

 

 

 

 

 

 

 

4.1.2  

 

 

 

Figura 29. Esquema da aplicação composta 

 
 

 



 

 

4.1.3  

 

 

 

Figura 30. Diagrama de uma transformação com sua inversa 
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4.1.4  
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4.1.5  

 

 

 

 

Figura 31. Rotação dos vetores da base canônica 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.1.6  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 32. Exemplo de matrizes semelhantes 

 

Fonte: Construída pela autora no GeoGebra 



 

 

4.1.7  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

4.1.8  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

4.2  

 

Seja um operador linear. Um número real  será dito um autovalor de  se 

existir um vetor não nulo  em  tal que . O vetor  é chamado de auto vetor de  

associado a . 

Se  é um autovetor de um operador  associado a um autovalor , então todo múltiplo 

por escalar de  é também um autovetor de  associado a . Mais ainda, se 

, então  é um subespaço vetorial de , chamado autoespaço de  associado 

a . Note que  é formado pelo vetor nulo e por todos os autovetores de  associados a .  

 

4.2.1  

 

Sejam  e , respectivamente, um autovetor associado a um autovalor de uma 

transformação  (  dada por . Pela definição: 

 

 

 

Como , sendo I a matriz identidade de ordem ,  

 

 

 

Para que esse sistema linear assuma soluções além da solução trivial (solução na forma 

), deve-se ter O determinante  é um polinômio na 

variável  denominado polinômio característico. A equação  é chamada 

equação característica do operador  e suas raízes são os autovalores do operador .  

 

Exemplo: Determinar os autovalores e auto vetores do operador linear  sendo 

. 

 

Solução: A equação característica de  é: 

 

 



 

 

 

 

 

portanto  e . E para encontrar os auto vetores utiliza-se o sistema homogêneo 

de equações lineares  , considerando , obtém-se: 

 

 

para , 

 

então 

. 

 

O sistema admite infinitas soluções para , portanto . E para : 

 

 

então 

 

 

e assim, o sistema admite infinitas soluções para , portanto . 

 

4.3  

 
A toda transformação linear  com e , associa-se uma 

matriz  tal que  Porém, a matriz  é característica das bases 

utilizadas na definição do operador , ou seja, mudando-se a base, muda-se a matriz da 

transformação. 

A matriz do operador  que torna as operações mais simples (principalmente as 

multiplicações de  em  estágios, ) é a matriz diagonal , aquela em que: 

 

 



 

 

Propriedades: 

1) Auto vetores associados a autovalores distintos de um operador  são 

linearmente independentes.  

Demonstração: Sejam  e , com . Considere a 

igualdade: 

 

 

Pela linearidade de , tem-se: 

 

 

 

Multiplicando ambos os membros da igualdade  por , tem-se que: 

 

 

 

e subtraindo  de  obtém-se: 

 

 

Como    e , conclui-se que . Assumindo o valor de zero para 

 em , e sabendo que , conclui-se que . E portanto o conjunto  é LI. 

 

Corolário: Sempre que tivermos um operador  com  e  distintos, o 

conjunto , formado pelos vetores próprios associados será uma base do . Este fato 

vale em geral, isto é, se  é linear,  e  possui  valores próprios distintos, o 

conjunto , formado pelos correspondentes vetores próprios é uma base de . 

2) 
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Figura 33. Gráfico da elipse  
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Figura 34. Gráfico da hipérbole  

 

Fonte: Construída pela autora no GeoGebra 
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Figura 35. Gráfico da parábola  

 

Fonte: Construída pela autora no GeoGebra 

 



 

 

4.4.3  

 

 

 

i) 

 

ii) 

 

iii) 

 

 

 

 

i)  

ii) 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

6  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


