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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo desenvolver um material que apresente um conteudo
detalhado a respeito das conicas, curvas planas formadas quando um plano intersecta um cone
duplo. Para isso, apresenta-se um breve historico das origens dessas curvas, suas principais
caracteristicas geométricas e o reconhecimento de suas equacdes. Primeiro, abordou-se o
contexto historico destas curvas, que retoma aos tempos da Grécia Antiga ¢ a um dos famosos
problemas de construcgdo da época: a duplica¢do do cubo. Posteriormente, foram apresentadas
as equacdes das cOnicas com eixos de simetria horizontal/vertical, com centro na origem e
transladadas, construidas a partir da definicdo dessas curvas como lugar geométrico. Por fim,
foi apresentado um procedimento geral para reconhecimento de conicas, utilizado para as
situacdes nas quais as cOnicas apresentam eixos de simetria rotacionados, em rela¢do aos eixos

cartesianos.

Palavras chaves: Conicas, Duplicacdo do cubo, Reconhecimento de equagdes.



ABSTRACT

This work aimed to develop a material that presents a detailed content about conics, flat curves
formed when a plane intersects a double cone. For this, we present a brief history of the origins
of these curves, their main geometric characteristics and the recognition of their equations. First,
the historical context of these curves, which goes back to ancient Greek times and to one of the
famous construction problems of the time, was discussed: the duplication of the cube.
Subsequently, the equations of the conics with horizontal / vertical symmetry axes, centered in
the origin and translated, presented by defining these curves as a geometric place, were
presented. Finally, a general procedure for conic recognition was presented, used for situations

in which the conics have rotated symmetry axes in relation to the Cartesian axes.

Keywords: Conics, Duplication of the cube, Recognition of equations.
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1 INTRODUCAO

As secdes cOnicas sdo curvas planas formadas quando um plano intersecta um cone
duplo. O estudo destas curvas se faz importante, pois as mesmas possuem vasta aplicagdo em
diversas areas. Na Grécia Antiga as cOnicas ajudaram a resolver problemas geométricos que ha
muito atormentavam os matematicos da época. Na area de tecnologia, sdo usadas para projetar
varios tipos de aparelhos, por exemplo, as antenas de captagdo de sinais. Além disso, sdo
utilizadas para modelar muitos dos processos fisicos presentes na natureza, como a trajetoria
parabdlica no langamento de um projétil ou a 6érbita eliptica dos planetas em torno do Sol.

Durante o levantamento bibliografico e mesmo na trajetéria académica, foi possivel
perceber que a maioria dos livros utilizados na graduac¢do que abordam o assunto traz apenas o
tratamento algébrico/analitico. Na atua¢do como bolsista da Coordenagio de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), no Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a
Docéncia (PIBID) e Residéncia Pedagogica foi possivel perceber também que, quando
abordado o tema na Educag¢do Basica, pouco se fala de suas aplicagdes e raramente ¢ visto o
estudo das conicas com eixos de simetria transladados ou rotacionados.

Diante desse cendrio, surgiu o interesse em realizar um estudo particular destas curvas,
entender como surgiram, aplica¢des e ainda estudar suas principais caracteristicas, descrever
seu comportamento e reconhecer suas formas através de um estudo algébrico. Isso geraria
grande contribui¢do em minha formagdo como professora e na formagdo dos meus futuros
alunos.

O trabalho foi dividido em trés etapas. A primeira apresenta uma breve investigacdo
historica a respeito das conicas. Na segunda etapa, realizou-se um estudo analitico,
apresentando a dedugdo das equagdes dessas curvas a partir das suas propriedades geométricas
e de seus principais elementos em situagdes de eixos de simetria horizontais e verticais. Na
terceira etapa, foi estudado o comportamento das equagdes das conicas que ndo apresentam
eixos de simetria orientados na horizontal e vertical, ou seja, eixos rotacionados.

A metodologia empregada na pesquisa foi a revisdo bibliografica, utilizando-se de livros
de referéncia da area de Algebra Linear, livros especificos sobre as curvas conicas e artigos e

dissertacdes relacionados ao tema.
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1.1 OBJETIVO GERAL

Estudar as conicas e produzir, através desse trabalho, um material de suporte para o

ensino dessas curvas.

12 OBJETIVOS ESPECIFICOS

- Apresentar um breve relato historico das conicas, a partir de suas origens no problema

grego de duplicacdo do cubo;

- Definir as cOnicas como lugar geométrico e, através dessa defini¢do, deduzir suas

equacdes nos casos de curvas sem rotagdo;

- Apresentar os principais conceitos de Algebra Linear necesséarios para compreensio

do teorema das Formas Quadraticas;
- Demonstrar o teorema das Formas Quadraticas;

- Apresentar um roteiro para reconhecimento de conicas nos casos de rotacdo de seus

€iXos.
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2 UM BREVE RELATO HISTORICO

Nesta etapa do trabalho optou-se por fazer uma investigagdo histdrica a respeito das
curvas conicas. Segundo Eves (2011, p. 132), foi Menaecmo, contemporaneo de Platdo, o
“inventor” das se¢des conicas. Sao poucos os relatos a respeito deste matematico, mas existem
fortes indicios que o mesmo descobriu as curvas conicas na tentativa de solucionar um dos
famosos trés problemas de construg@o concebidos na Grécia antiga, a duplica¢do do cubo, tendo
como ferramentas para solucionar os problemas apenas régua ndo graduada e compasso. Os
outros dois sdo a trissec¢do de um angulo e a quadratura do circulo.

O problema da duplica¢do do cubo € caracterizado por se obter um cubo com o dobro
do volume de um cubo dado. A trissec¢do do angulo € o problema de se dividir um angulo dado
em trés angulos de mesma medida, e a quadratura do circulo consiste em se obter um quadrado
com mesma area de um circulo dado.

Existem versoes histdricas que explicam a origem do problema da duplicagdo do cubo.
Segundo Eves (2011, p. 135), uma delas diz respeito ao relato de um poeta sobre a insatisfagdo
do rei Minos com o tamanho do timulo erguido para seu filho Glauco. O rei ordenou que o
tamanho do timulo fosse dobrado, e especulou-se que isso poderia ser feito dobrando-se as
dimensdes do cubo. A falha fez com que os matematicos da época abragassem o problema.

Outra versdo conta que:

... para livrar-se de uma peste que os castigava, os delianos foram orientados pelo seu
oréculo a dobrar o tamanho do altar ctibico de Apolo. O problema supostamente caiu
nas mios de Platdo que o submeteu aos gedmetras. [...] Verdadeira a histéria ou néo,
o fato € que o problema foi estudado na Academia de Platéo, e ha solugdes geométricas
superiores atribuidas a Eudoxo, Menaecmo e mesmo (embora talvez erradamente) ao
proprio Platdo. (EVES, 2011, p. 135)

Considerando ainda o problema da duplicagdo do cubo, segundo Lopes (2011, p.33)
Hipoécrates de Chios (470 — 410 a.C.) mostrou que esse problema se reduzia a encontrar curvas
com propriedades expressas na propor¢do continua entre dois segmentos. Segundo Filho (2015,
p-18) Hipocrates ficou conhecido por solucionar problemas geométricos através da Teoria das
Proporgdes. Por exemplo, para encontrar um quadrado com mesma area de um retangulo de
medidas a e b, por exemplo, € preciso apenas fazer uma média proporcional de a e b:

a x

x b

sendo x a medida do lado do quadrado. A mesma ideia foi utilizada em problemas envolvendo
curvas, como no caso da quadratura de lunas (figura geométrica formada pela intersecéo de dois

arcos de circunferéncia de raios distintos).
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Dessa maneira, Hipocrates teve a ideia de aplicar a ferramenta da propor¢do no
problema da duplicacdo do cubo. Tomando-se dois segmentos a e b e montando-se a seguinte

propor¢do com relagdo aos segmentos x e y, obtemos:
a x y

x=;=F

Manipulando-se algebricamente a sequéncia de igualdades acima, obtemos outras trés

novas equacdes:

x?=ay,y?=bxexy=ab,
que, na linguagem atual, sabe-se ser as duas primeiras equagdes referente a parabolas e a terceira
equacdo referente a uma hipérbole. Interessante também notar também que, isolando y na
primeira equagdo e substituindo na segunda (o que corresponde geometricamente & uma
interse¢do de pardbolas), temos:

x* = a’bx = x3 = a?b,
em que vale o cancelamento multiplicativo pois x # 0 (x € medida de um segmento). De algum
modo, Hipdcrates assumiu b = 2a e, nesse caso, temos x> = 2a3, que na linguagem algébrica
significa que o volume de um cubo de aresta x é o dobro do volume de um cubo de aresta a.
Bastava agora estabelecer uma relagcdo geométrica entre a e x. Esse foi o contexto em que se
deu a brilhante interferéncia de Menaecmo e suas conicas.

Segundo Lopes (2011, p.34), Menaecmo percebeu que havia uma familia de curvas
adequadas, que podiam ser obtidas de uma mesma fonte, cortando um cone circular reto por
um plano perpendicular a um elemento do cone, a sua geratriz. A curva gerada por um corte de
um plano perpendicular a geratriz de um cone retangulo é hoje conhecida como parabola. A
curva gerada por um plano perpendicular a geratriz de um cone acutangulo ¢ conhecida como
elipse e a formada pela secdo de um plano perpendicular a geratriz de um cone obtusangulo €
conhecida como hipérbole.

Além disso, ele mostrou ser possivel relacionar as curvas descritas anteriormente as
equacdes obtidas pelas proporgoes de Hipocrates. Para ilustrar esse fato no caso da parabola,
observe um cone retangulo sendo seccionado por um plano perpendicular a sua geratriz.
Considere a parabola gerada por essa interse¢do, sendo A o seu vértice (figura 1). Considere
também uma seccdo plana perpendicular ao eixo do cone, e a circunferéncia obtida de didmetro
MN (figura 2). Seja K um dos dois pontos resultantes da intersec¢iio da parabola com essa

circunferéncia.
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Figura 1. Cone retangulo com uma se¢@o perpendicular a geratriz.

Fonte: LOPES, F. J., 2011

Seja D a projecdo ortogonal de K sobre a reta MN. Temos, por relagdes métricas no

AKMN, que KD? = MD - ND.

Figura 2. Secéo circular

Fonte: LOPES, F. J., 2011

Como A e W so fixos (W € a interse¢do do eixo da parabola com o eixo do cone), AW

¢ constante e, como K ¢ um ponto qualquer da curva e define D, temos que KD e AD sdo
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variaveis. E ainda, como KD ¢ ortogonal ao plano que passa por A, M ¢ N, temos KD 1 AD.
Dessa forma, esses segmentos ortogonais podem ser interpretados, numa linguagem moderna,
como nossos eixos Ox e Oy. Considere agora a figura 3, que representa um corte plano do cone,

passando pelo seu vértice e eixo:

Figura 3. Seccdo plana do cone, passando pelo seu eixo.

Fonte: LOPES, F. J., 2011

Nela podemos notar, por semelhan¢a dos triangulos ANDA e AWAZ, que:

ND AW
AD ~ AZ
e sendo MDAP um paralelogramo, temos que MD = 2AZ. Com essas equagdes podemos obter
KD? = 2A2% = 2AW - AD.

Como AW ¢ constante e KD e AD varidveis, a equacdo poderia ser escrita, numa

linguagem analitica atual, como y? = 2px ou x? = 2py. A partir disso, segundo Eves (2011):

Menaecmo (c. 350 a.C.) deu as duas solugdes seguintes ao problema da duplicagéo.
Para tanto utilizou algumas se¢des conicas que, aparentemente, foram inventadas por
ele mesmo para o problema.

1. Trace duas parabolas com vértice comum, eixos perpendiculares e tais que o latus
rectum! de uma é o dobro do da outra. Denote por x o comprimento da perpendicular
baixada da outra intersecfio das duas parabolas sobre o eixo da pardbola menor. Entdo
x ¢ a aresta de um cubo cujo volume € o dobro do volume do cubo que tem como
aresta o latus rectum menor.

2. Trace uma parabola de latus retum s depois uma hipérbole equilatera de um eixo
real igual a 4s tendo como assintotas o eixo da parabola e a tangente & parabola em

1 O latus rectum de uma se¢3o cOnica é a corda que passa através de um foco paralelo a diretriz da se¢do cénica.
"Latus rectum" é um composto do latim /atus, que significa "lado" e rectum, que significa "reto".



16

seu vértice. Seja x o comprimento da perpendicular baixada da intersec¢@o das duas
curvas sobre o eixo da parabola. Entdo x3 = 2s3. (EVES, 2011, p. 149)

Na figura 4 esto representadas as equacdes x? = y e y? = 2x, que sdo duas parabolas
obtidas pela propor¢do de Hipdcrates (x? = ay e y? = 2ax) para a = 1. No eixo horizontal

estd a parabola y? = 2x. Relacionando-a com a equacdo reduzida y? = 2px, temos que o
parametro p, distancia do foco a diretriz, é tal que p = 1 e, portanto, seu foco € o ponto G, 0).
No eixo vertical estd a parabola x? =y, que relacionada a equagio reduzida x? = 2py,
evidencia p = %, e portanto seu foco esta no ponto (0,%). Na primeira parabola temos o latus

rectum maior medindo 2, e na segunda temos o latus rectum menor medindo 1.

A solug¢do do problema da duplicagdo pode ser visto pela intersecdo dessas duas
equagdes:

o
y? =2x
Substituindo a primeira equago na segunda, tem-se:
xt=2x=2x(x3-2)=0=2x=1372,

exemplificando uma das solugdes dadas por Menaecmo na linguagem algébrica moderna, em

que x ¢ a aresta do cubo com dobro do volume do cubo cuja aresta € o latus rectum menor.

Figura 4. Imagem produzida através do software GeoGebra

Lotus rectum maior

Fonte: Construido pela autora no GeoGebra
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Outro nome frequentemente relacionado com a concep¢do das seg¢des coOnicas €
Apolonio. Segundo Eves (2011, p. 198), Euclides, Arquimedes e Apolonio foram trés gigantes
da Matematica do século IIT a.C., o que o coloca em lugar de destaque na Matematica Grega.
Apolonio, que era cerca de 25 anos mais novo que Arquimedes, nasceu por volta de 262 a.C.
em Perga, no sul da Asia Menor. Sua obra Sec¢des conicas superou todas as outras feitas
anteriormente sobre o assunto, e isso deu a ele posteriormente o titulo de “O grande Geometra”.

Sabe-se que Sec¢des conicas foi dividida em oito livros, com cerca de 400 proposigdes,
porém somente os primeiros sete dos oito livros foram salvos. Os quatro primeiros apresentam
uma introducdo elementar, nos quais mostrou-se pela primeira vez que ndo eram necessarios
tré€s tipos de cone para se obter as curvas parabola, hipérbole e elipse, como dizia Menaecmo,
nem que o plano da sec¢do fosse perpendicular a geratriz do cone, como feito anteriormente

(Figura 5).

Figura 5. Curvas obtidas através da se¢do do plano perpendicular a geratriz

Parabola Elipse Hipérbole

(a) Cone retangulo (b) Cone acutangulo (c) Cone obtusangulo

Fonte: LOPES, F. J., 2011

Apolonio traz uma nova maneira de se obter as curvas através de um unico cone duplo,
podendo este ser reto ou obliquo, sendo modificado apenas o angulo de inclinagdo do plano de
seccdo. Dessa maneira, inclusive, surge o novo ramo da hipérbole (Figura 6), curva que

apresentava apenas um ramo nos estudos de Menaecmo.
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Figura 6. Secdes conicas obtidas a partir de um mesmo cone
& (radians) @ (radians)
I s aon b={ | (i}

Canlc section Elipse Conic section Circle

Ceayright © www intmath com Somyright & weanw imtmath Som
¢ (radians) # (radians)

Conic section- Parabola Conic section. Hyperbola

seymght & wae imimath som

Fonte: www.intmath.com

Os nomes atualmente utilizados para as curvas das se¢des conicas foram dados por
Apolonio e, segundo Eves (2011, p. 199), foram tomados da terminologia pitagorica refente as
solugdes de equacdes quadraticas por aplicacdo de areas.

Os quatro ultimos livros entram em discussdes mais especializadas. Segundo Lopes
(2011, p.39) discute-se sobre cOnicas semelhantes, retas tangentes e normais a essas curvas
entre outras propriedades. Apolonio ndo faz mengéo ao foco da parabola nem a propriedade
foco-diretriz das conicas, apesar de Euclides, em seu estudo sobre conicas ja estar familiarizado
com essas propriedades. Segundo Eves (2011, p. 200), os gregos antigos ndo tinham um nome
especifico para “foco”. Esse termo foi introduzido posteriormente por Johannes Kepler (1571-

1630).



19

As coOnicas apresentaram papel importante na ci€ncia. Suas aplica¢des foram essenciais
no desenvolvimento da Fisica, Astronomia, Engenharia e em muitas outras areas do
conhecimento. Podemos destacar, por exemplo, as trajetorias parabdlicas no langamento de
projéteis ou na orbita eliptica dos sistemas gravitacionais, como as Luas ao redor de seus
planetas, planetas ao redor de suas estrelas ou mesmo para satélites artificiais, como os de
telecomunicagdes.

Esta presente também na optica: segundo Lopes (2011, p.143), as superficies geradas
pela revolug@o de uma parabola, elipse ou hipérbole, cada uma delas em torno de seu eixo focal,
apresentam propriedades de reflexdo que tem diversas aplica¢des tecnoldgicas. A utilizacdo de
espelhos parabdlicos e hiperbolicos nos telescopios reduziu as aberragdes monocromaticas
produzidos pela refragdo da luz em lentes delgadas (efeito de borda), o que proporcionou
imagens mais precisas e nitidas e propiciou novas descobertas astrondmicas a partir do século
XVIIL.

A introdugdo das conicas na Astronomia foi feita por Johannes Kepler, quando enunciou
suas leis sobre 0 movimento dos planetas. Johannes Kepler concluiu em 1605 que a 6rbita de
Marte era uma elipse sendo o Sol um de seus focos, uma conclusio que foi estendida a todos
os planetas do Sistema Solar, e agora ¢ chamada de Primeira Lei do Movimento Planetario de
Kepler.

Segundo Lopes (2011, p.142), Galileu Galilei (1564 — 1642) introduziu o método
experimental para o estudo dos fendomenos fisicos, e além dos seus trabalhos no campo da
Mecanica, também deu enorme contribuicdo para o desenvolvimento da Astronomia. Suas
inven¢des e descobertas inovadoras lhe renderam o titulo de "pai da ciéncia moderna", com
contribui¢des em Matematica, Fisica e Astronomia, atribuindo carater empirico a estas areas. A
abordagem orientada para a ciéncia fez dele uma figura chave da Revolugdo Cientifica dos
séculos 16 e 17. Em suas publicagdes sobre Mecanica, teve a ideia da composi¢cdo de
movimentos que afirma, entre outras coisas, que o langamento obliquo de um objeto, no qual
ele realiza uma trajetoria parabolica, ¢ uma composi¢do simultdnea de um movimento vertical
acelerado e um movimento horizontal uniforme.

Pouco apos Galileu, Sr. [saac Newton enuncia suas leis do movimento em Principios
Matematicos de Filosofia Natural e, segundo Lopes (2011, p.143), baseando-se em suas leis do
movimento e nos estudos de Kepler, Newton percebeu que deveria existir uma forga de atragdo
da Terra sobre a Lua, do mesmo modo que o sol atrai os planetas. Dessa maneira chegou em

sua Lei da Gravitagdo Universal, tornando possivel calcular com exatiddo a orbita dos planetas.
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3 CARACTERIZACAO E CONSTRUCAO DAS EQUACOES DAS CONICAS

Nesta etapa da pesquisa, realizou-se o estudo das principais caracteristicas das conicas,
apresentando uma descri¢do geométrica dessas curvas, seus principais elementos e a dedugdo
de suas equagdes a partir desses elementos. Primeiramente, sdo abordadas as conicas com
centro na origem e eixos de simetria nos eixos ortogonais x e y do plano cartesiano.
Posteriormente, ¢ apresentada a translacdo dessas curvas, deslocando seu centro da origem. A
possibilidade de rotag@o das curvas sera abordada no proximo capitulo.

Uma conica em R? é o conjunto de pontos cujas coordenadas em relagdo a base candnica

satisfazem a equagdo geral:

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0,

na qual A% + B2 + C? # 0. A seguir, serdo realizadas as deducdes das equacdes de todas as

conicas em R?. Para facilitar a compreensio, as construgdes serdo separadas em trés etapas:

- Conicas centradas na origem com simetrias horizontais ou verticais;
- Codnicas com translagdo em relagdo a origem, com simetrias horizontais ou verticais;

- Conicas com eixos de simetria rotacionados.

3.1 CONICAS CENTRADAS NA ORIGEM, COM SIMETRIAS HORIZONTAIS OU
VERTICAIS

Nesse tdpico, sera estudado o caso mais simples de posi¢do das conicas sobre o plano
Xy, aquele em que as curvas estdo centradas na origem com seus eixos de simetria sobre os

eixos ortogonais x ou y.
3.1.1 Parabola
Tome em um plano uma reta d e um ponto F ndo pertencente a d. Parabola é o lugar

geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes de F e d. O ponto F e a reta d sdo

chamados, respectivamente, de foco e diretriz da parabola.
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Figura 7. Parabola e seus elementos.

F
P
E /4 + "

244 dP’

Fonte: Construido pela autora no GeoGebra

Como elementos principais dessa curva, temos:
e Foco: o ponto F.
e Diretriz: areta d.
e Fixo: areta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz.
e  Vértice: o ponto V, que ¢ a interse¢do da pardbola com seu eixo.
E facil notar, pela definigdo, que V ¢ ponto médio do segmento AF. O pardmetro que
diferencia duas parabolas nessas mesmas circunstincias ¢ a distancia da diretriz ao foco,

representada na figura pelo numero real p.
Equacdo da pardabola de vértice na origem e eixo coincidente com o eixo das ordenadas:

Situando-se a pardbola com o vértice na origem de um sistema cartesiano ortogonal de

coordenadas e eixo de simetria vertical, coincidente com o eixo y, e tomando-se F no semieixo

positivo de y, tem-se para F as coordenadas (O, g) e a equacdo da reta diretriz d:y = —g.

Tomemos P um ponto arbitrario (x,y) da pardbola, e P’ a projegdo ortogonal desse ponto na
reta diretriz, ponto P’ (x, - g) como mostrado na figura 7. Por defini¢do, para que P pertenca
a parabola, devemos ter d(F,P) = d(P, P"). Portanto,

d(F,P) = d(P,P')
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=02+ (y=2) = |-+ (y+2)

2 2
2 2
x*+y?—yp+ =y ryp+ L
4 4
x* = 2py.

Esta ¢ a equagdo da pardbola nessas condicdes.
Exemplo: A equagdo x? + 2y = 0 ¢ uma parabola com vértice na origem, eixo de

simetria na vertical e concavidade voltada para baixo, pois x? + 2y = 0 » x2 = =2y - 2p =

—2-p=-1.

Figura 8. Grafico da equacdo x? + 2y = 0.

—4

—6

-8

—10

Fonte: Construido pela autora no GeoGebra

Equacdo da pardabola de vértice na origem e eixo coincidente com o eixo das abscissas:

Nessas condigdes, tomando-se o foco no semieixo positivo de x, F assume as

coordenadas F (g, O) e a diretriz passa a ser a reta vertical de equagédo d:x = —g. Seja P o

ponto de coordenadas (x,y) e P’ o ponto de coordenadas (— g, y) como mostra a figura 9.



23

Figura 9. Parabola com vértice na origem e eixo representado pela abcissa x

i le

Fonte: Construido pela autora no GeoGebra

Por defini¢éo, para que P pertenga a parabola, devemos ter d(zpy = dp p'y . Portanto,

d(F,P) = d(P,P’)

(=0 + -0 = |(x+D) + -y

2
2 2
xz—xp+%+y2 =x2+xp+pz
y? = 2px.

Esta ¢ a equagdo reduzida da paradbola com vértice na origem e eixo sobre o eixo das
abscissas.

Exemplo: A equagdo y? —4x = 0 é uma parabola com vértice na origem, eixo de
simetria na horizontal, concavidade voltada para a direitae p = 2, pois y2 —4x =0 > y? =

4x - 2p=4->p=2.
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Figura 10. Gréfico da equacio y? — 4x = 0.

-

—4

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

3.1.2 FElipse

Elipse ¢ o lugar geométrico no plano dado pelo conjunto dos pontos cuja soma das
distancias a dois pontos fixos desse plano € constante e maior que a distancia entre os dois
pontos.

Um experimento pratico pode ser realizado para interpretar a defini¢do. Fixa-se uma
corda a dois pontos de modo que o comprimento da corda fixada seja maior que a distancia
entre os pontos. Deslocando um lapis de maneira a manter a corda sempre esticada, obtém-se o

desenho de uma elipse, ja que o comprimento do barbante € fixo.

Figura 11. Desenho de uma elipse utilizando uma corda fixada a dois pontos

Fonte: Arquivo da autora
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A elipse se parece com um circulo achatado. E facil perceber que a figura possui dois
eixos de simetria (figura 12), sendo eles pertencentes a reta que passa pelos pontos F; e F,,
(chamados de focos da elipse) e a reta perpendicular a esta que passa pelo ponto médio do

segmento que liga os focos (centro da elipse, representado na figura pelo ponto C).

Figura 12. Elementos da elipse

y

2a

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Os parametros da curva sdo dados pelos nlimeros reais a, b e ¢ da figura. O segmento
A;4A,, chamado eixo maior, e o segmento B; B,, chamado eixo menor, possuem comprimento
2a ¢ 2b respectivamente. A distdncia entre os dois focos, chamada distancia focal, tem
comprimento igual a 2¢. Os pontos A;, A,, B; € B, sdo os vértices da elipse.

E possivel afirmar que a soma das distancias de um ponto qualquer da elipse aos seus
focos ¢ sempre igual ao comprimento do eixo maior, ou seja, 2a. Para confirmar essa afirmagao,
basta visualizar que a soma das distancias do ponto A, aos focos sera dada pela soma 2¢ +
2F, A, ou seja, a distancia focal mais duas vezes a distancia de F, a A,, que ¢ a mesma distancia
de F; a A,, por simetria. Essa soma ¢ obviamente igual a 2a, que € o comprimento do eixo
maior.

Tem-se ainda uma importante caracteristica da elipse, denominada excentricidade. A

excentricidade (simbolizada por e) ¢ um niimero real positivo, dado pela razdo:

e =-—-
a

Por construgao, a distancia focal Zc € talque 0 < ¢ < a,eassim 0 < e < 1. Parailustrar
a influéncia da excentricidade no formato dessa curva, vamos tomar trés elipses com

comprimento do eixo maior fixos e a distancia focal variavel, como visto na figura 13.
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Figura 13. Excentricidade da elipse

¥

€y
€2

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Temos, nessa situagao,
c; C; (3
C1<C2<C3 3—<_<—=>el<ez <e3.
a a a

E possivel notar que quanto maior a excentricidade (ou seja, quanto mais a

excentricidade se aproxima de 1), mais achatada ¢ a elipse.
Equacdo da elipse com centro na origem

Considere uma elipse com centro na origem do sistema de coordenadas cartesianas e

€1x0 maior sobre o eixo X.

Figura 14. Elipse com centro na origem e eixo maior sobre o €ixo x

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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Seja P(x,y) um ponto qualquer da elipse. Tem-se para as coordenadas dos focos, F; e
F,, os pontos F;(—c,0) e F;(c,0). Como df, p) + d(pr,) = 2a, tem-se que:
d(F,,P) +d(P,F,) = 2a
JE+)2+@—-02+(x—0c)2+ (y—0)2 =2a
VX2 + 2cx + c2 +y2 = 2a —Jx2 — 2cx + c2 + y2.

Elevando os dois lados da equagdo ao quadrado teremos:

x? +2cx + c? +y? = 4a% — 4aJx? — 2cx + ¢ + y2 + x% — 2cx + c? + y?

4ax% — 2cx + ¢ + y% = 4a® — 4cx

aJx% —2cx + c2 +y2 = a? —cx.
Elevando novamente os dois lados da equacdo ao quadrado teremos:

a?(x? = 2cx + c? +y?) = a* — 2a%cx + c?x?

a’x? — 2a%cx + a®c? + a’y? = a* — 2a%cx + ¢?x?

2,2

a’x? — c?x? + a’y? = a* — a?c?
(a? — c®)x? + a%y? = a%(a® - c?).

Como podemos notar na figura 14 que o triangulo PCF, ¢ retangulo. Pelo Teorema de

Pitagoras:
a? =b%?+c? = b? =a? - c?
Substituindo esse valor na equacdo anterior teremos:
b%x? + a?y? = a?b?
Dividindo ambos os lados da equagdo por a®b?:

2 2

Xy

?-l_ﬁ:l'

Esta ¢ a equagao reduzida da elipse com centro na origem € €ixo maior sobre o €iXo X.

Exemplo: A equagio 4x? + 9y% — 36 = 0 é uma elipse com centro na origem, eixo
maior na horizontal, a =3, b =2,c =+V5ce = \/3—3, pois

x2

2
y
_=1’
CR

4x* +9y? —36 =0 -
e como,

a?=b*+ct5ct=a2-b2 > =9—4-5c=+5

“|%

c
temose=;—>e=
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Figura 15. Gréfico da equacio 4x% + 9y% — 36 = 0.

4

—4

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

De modo anélogo, obtém-se a equacao,
2 2
xT 0y
a1t

para a elipse com centro na origem e eixo maior sobre o €ixo y.

Exemplo: A equagio 25x% + 4y? — 100 = 0 é uma elipse com centro na origem, €ixo
maior na verticaLa =5, b =2, c =+V2lce = g, pois,

2 2
25x2 +4y2 100 =0 > —+2_=1
T

e como
a?=b*+c2>ct=a?—b2->c2=25—-4-c=121,

c 21
temose =——> e = —.
a 5
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Figura 16. Grafico da equagio 25x% + 4y2 — 100 = 0

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

O caso particular da circunferéncia

Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos de um plano equidistantes de um ponto
fixo, denominado centro da circunferéncia.

A circunferéncia é um caso particular de elipse, na qual a distancia de um dos vértices
do eixo maior ao centro da elipse € igual a distancia de um dos vértices do eixo menor ao centro,
ou seja, a = b, e como os focos coincidentes com o centro da curva, ¢ = 0. Nesse caso temos

que a circunferéncia ¢ uma elipse com excentricidade igual a zero.

Figura 17. Circunferéncia com centro A na origem

¥

=

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Tomando-se os pontos A(xy, ¥o) € B(x, y), temos que a distancia d (4, B) é igual ao raio

r da circunferéncia, e assim:
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d(A,B)2 =(x—x0)%+ (Y —y0)?

deap) = \/(x —%0)2 + (y — ¥0)?

€ como,

d(A,B) =T

entao

Ve —x)2+(y—yp)?=r
(x=x0)* + (¥ —yo)? =712

Entretanto, sabendo-se que o ponto A, centro da circunferéncia, esta sobre a origem,
tem-se A(xy, ¥o) = A(0,0). Portanto, a equagdo assume a seguinte forma:
x2 +y* =712

e assim obtém-se a equacdo reduzida da circunferéncia de raio r e centro na origem.

3.1.3 Hipérbole

Hipérbole ¢ o lugar geométrico no plano dado pelos pontos cujo valor absoluto da
diferenca de suas distancias em relagdo a dois pontos fixos (os focos) € constante € menor que

a distancia entre focos.

Figura 18. Elementos da hipérbole

v

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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Na figura 18 estdo representados os principais elementos da hipérbole e também seus

parametros:

Focos: os pontos F; e F,. A distancia entre esses pontos ¢ denominada distancia focal e
d(F,,F,) = 2c.

Centro: o ponto médio do segmento F; F,

Vértices: os pontos A; € A,

Eixo real: o segmento A;A4,, de comprimento 2a

Eixo imaginario: segmento B, B, de comprimento 2b.

Retangulo de Referéncia: retangulo de lados 2a e 2b, definido pela intersecdo da

circunferéncia de didmetro igual a distancia focal, com centro em C e as retas perpendiculares

ao eixo real, passando pelos vértices.

A quantidade e, definida pela relagdo:

e =—-
a

em que a ¢ metade da distancia do eixo real, e ¢ metade da distancia dos focos ¢ chamada de

excentricidade da hipérbole. O valor da distancia focal, por defini¢do, ¢ sempre maior que a

distancia do eixo real. Sendo assim, a excentricidade ¢ sempre maior que 1. Pela figura 19,

pode-se notar que:

€1 _C O
C1<C2<C3:_<_<_:el<ez<e3.
a a a

Ou seja, quanto maior a excentricidade, mais “abertos™ sao os ramos da hipérbole.

Figura 19. Excentricidade da hipérbole

A

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra



32

Equacdo da hipérbole com centro na origem

Considere uma hipérbole centrada na origem e com seu eixo real (o eixo que contém o0s
focos da curva) coincidente com o eixo x. Seja a um niimero real tal que 2a < 2c. E fécil
verificar que, de forma semelhante aquela feita no estudo da elipse, para que um ponto P
pertenca a hipérbole, este deve obedecer a relagao:

|dep.ry — depry| = 20,
e assim,
d(p‘pl) - d(p’FZ) = 12a.

Quando P estiver no ramo da direita, a diferenga € positiva, caso contrario sera negativa.

Seja P o ponto P(x,y), F; o ponto F;(—c,0) e F, o ponto F,(c,0) como mostrado na figura

13. Considerando que P esta no ramo da direita temos que:
dpr) — dpry) = 2a
JEx+)2+@—-02—{(x—0c)+ (y—0)2=2a
VX2 +2cx + c2 +y2 = 2a ++/x2 — 2cx + c? + y2.

Elevando os dois lados da equacao ao quadrado teremos:

x? +2cx + c? +y? = 4a® + 4a/x? — 2cx + ¢ + y2 + x% — 2¢cx + c? + y?

4a/x% — 2cx + ¢ + y2 = —4a® + 4cx

a\x%2 —2cx + c2 +y2 = —a? + cx. ()
Considerando que P est4d no ramo da esquerda, temos que:
dipr) — dpr,) = —2a
\/(x+c)2 + (y — 0)2 —\/(x—c)2 +(y—0)2 =-2a

VX2 +2cx + c2 +y2 = —2a +/x2 — 2cx + c? + y2.

Elevando os dois lados da equacao ao quadrado teremos:

x? +2cx + c? +y? = 4a% — 4a/x2 — 2cx + ¢ + y2 + x% — 2¢cx + c? + y?

—4a\/x% — 2cx + c2 + y2 = —4a? + 4cx

—ay/x%2 — 2cx + c2 + y2 = —a? + cx. (II)
Elevando novamente os dois lados da equagdo ao quadrado, em ambas as situacdes ()
e (I1), teremos:
a?(x? —2cx + c? +y?) = a* — 2a%cx + c?x?

a’x? — 2a%cx + a®c? + a’y? = a* — 2a%cx + ¢?x?
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2.2

a’x? — c?x% + a’y? = a* — a%c
(a? — c®)x? + a%y? = a%(a® — c?).

Como podemos notar na figura 18, o triangulo B, CA, ¢ retangulo. Usando o teorema de

Pitagoras temos que:
c? =a?+b? = —b? = a?® — ¢?
Substituindo esse valor na equagdo anterior, obtém-se:
—b2x? + a?y? = —a?b?,

e dividindo ambos os lados da equacio por —a?b?:

2 2

X"y
a2 bz

Esta ¢ a equacao reduzida da hipérbole com centro na origem e eixo real sobre o eixo x.

1

De modo anélogo, obtém-se a equacao,

2 2

y X
a? b

para a hipérbole com centro na origem e eixo real sobre o eixo y. Os ramos da hipérbole tendem

1

a tangenciar duas retas no infinito. Essas retas representadas na figura 18 por r e s, sdo

chamadas de assintotas da hipérbole e sdo definidas pelas equagdes:

b
y=4_x
quando seu eixo real esta sobre o eixo x e:
a
y=45x

quando seu eixo real esta sobre o €ixo0 y.

Exemplo: A equagio x* — 4y? — 4 = 0 é uma hipérbole com centro na origem, eixo

real na horizontal, a =2, b =1,c =V5ece = g Pois,

2
x
x2—4y?—4=0->——

2
v,
4 1

. c 5 ,
e como c2=a?+b*—>c?=4+1-c=+/5 Tem-se ainda e == — = e assintotas y =
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Figura 20. Gréfico da equacio x? — 4y? — 4 = 0 e suas assintotas.

4

-2

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Exemplo: A equacio —16x2 + 9y% — 144 = 0 é uma hipérbole com centro na origem,
eixo real na vertical, a =4, b =3,c=5,e = Ze assintotas y = i%x, pois
22

X
—16x% + 9y? — 144 = ——t+—=1.
6x“ + 9y 0- 9+16

Figura 21. Gréfico da equagio —16x? + 9y? — 144 = 0 e suas assintotas.
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Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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32  CONICAS COM TRANSLACAO EM RELACAO A ORIGEM, COM SIMETRIAS
HORIZONTAL / VERTICAL

Esse topico abordard as equagdes das conicas com centro ou vértice fora da origem,
mantendo-se as simetrias na horizontal/vertical, ou seja, sem rotagdo de eixos. Para todos os
casos, sera utilizada a translacdo do eixo de coordenadas xy para obter as equagdes. Na
translagdo, toma-se um ponto qualquer 0'(m,n) do plano xy como nova origem do sistema de

coordenadas transladado x'y’.

Figura 22. Translacdo de eixos

ol D I e L

772 A =

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Dado um ponto qualquer do plano P(x,y), suas coordenadas em relagdo ao novo

sistema x'y’ sera P(x',y"). Pela figura 22, ¢ possivel notar que:
x=x'"+mey=y+n

e assim,
X'=x—-—mey =y—n

Portanto tem-se que P(x',y') = P(x — m,y — n).
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3.2.1 Equacao da parabola

Tomando-se o vértice V da parabola como origem do sistema x'y’ e P um ponto qualquer
da parabola, tem-se que V é o ponto de coordenadas (m,n) e P(x',y") = P(x —m,y —n)
como mostrado anteriormente. Sabendo que a equagio da parabola para o sistema x'y’ é:

x'? = 2py’
tem-se que a equacdo para o sistema de coordenadas xy sera

(x—m)? =2p(ly—n).

Figura 23. Parabola com vértice fora da origem e eixo de simetria paralelo ao eixo y

Y
Y’ /

m ax

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Esta é a equagdo para uma pardbola qualquer de vértice V(m,n) e eixo de simetria
paralelo ao eixo y. De modo analogo, para uma parabola com eixo de simetria paralelo a x de
equagdo y'? = 2px’, obtém-se:

(y —n)? =2p(x —m).

Exemplo: A equagdo x? — 2x — 2y + 7 = 0 é uma parabola transladada com vértice

V' (1,3), eixo de simetria paraleloa y e p = 1. Pois,

x2—=2x—2y+7=0->x>—-2x=2y—-7->x*=-2x+1=2y-7+1-

(x =1 =2(y—3)
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Figura 24. Gréfico da equacio x% — 2x — 2y + 7 = 0.

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

3.2.2 Equacao da elipse

Seja a elipse de centro C(m,n) fora da origem e com eixo maior paralelo ao eixo x,

como mostra a figura 25:

Figura 25. Elipse com centro fora da origem e eixo maior paralelo ao eixo x

Y y'

T

x'

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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A equagdo com o processo de translagdo sera dada por:

e se torna, pela substituicdo de variaveis,

-m? (y—m? _

P B 1.

De maneira andloga, para uma elipse com eixo maior paralelo ao eixo y e centro fora da
origem tem-se

-m?  (y-m? _

b2 > 1.

Exemplo: A equagdo x% + 4y? —2x — 16y + 13 = 0 é uma elipse com eixo maior

paralelo a x, centro C(1,2),a=2,b=1,c = V3ee= ? Pois,

x2+4y? —2x—16y+13=0 > x> —2x+1+4(y?—4y+4)=—-13+1+16
S>x-1D)*+4(y—2)=4-

12 Y
(=12 5= _

1.
4 1

Figura 26. Gréfico da equacio x? + 4y? — 2x — 16y + 13 = 0.

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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3.2.3 Equacio da hipérbole

Considere uma hipérbole de centro C(m,n) fora da origem e eixo real paralelo ao eixo
X, como mostra a figura a seguir:

Figura 27. Hipérbole com centro fora da origem e eixo real paralelo ao eixo x

Y y

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Com o mesmo procedimento de translacdo utilizado para a pardbola e elipse, a equagdo:

da hipérbole se torna:

x-m? (y-m? _

P b 1.

De maneira analoga, para uma hipérbole de eixo real paralelo ao eixo y e centro C(m, n)
fora da origem tem-se,

y-n)? (x-m?
az bz

1.

Exemplo: A equagdo —9x? + 4y? + 54x — 8y — 113 = 0 é uma hipérbole com eixo
real paralelo ay, centro C(3,1),a=3,b=2,c=+vV13ee = ? Pois,
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—9x% +4y2+54x -8y —113=0-> -9(x? —6x+9) + 4(y*> — 2y + 1)
=113-81+4->-9(x—-3)*+4(y—1)?* =36 -

_ 22 12
=3P -1

2 5 1.

Figura 28. Gréfico da equagio —9x2 + 4y% + 54x — 8y — 113 = 0.

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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4 CONICAS ROTACIONADAS - FORMAS QUADRATICAS EM R?

Nesta etapa, sera apresentado o comportamento das equagdes das conicas com eixos de
simetria ndo dispostos na horizontal ou vertical, ou seja, ndo paralelos aos eixos x e y
respectivamente. Sera realizada ainda uma breve revisio de alguns conceitos de Algebra Linear
necessarios para compreensdo do teorema das formas quadraticas. Alguns dos teoremas e
algumas propriedades dessa construgdo serdo demonstrados, outros topicos que apresentem um
maior grau de abstracdo serfo ilustrados através de exemplos, e outros serdo omitidos para que
o trabalho nfo se torne exaustivo. De qualquer forma, todas as demonstra¢des podem ser vistas

em [1] ou [8].
41 OPERADORES LINEARES

Uma transformagdo T é uma funcdo entre espacos vetoriais, ou seja, que associa
elementos de um espago vetorial U, chamado de dominio da transformag@o, a elementos de um
espaco vetorial VV, chamado de contra dominio da transformagdo, e representada da seguinte
forma:

T:U->V.

Para que uma transformag@o seja linear, € necessario que satisfaga duas propriedades:

o T(u+v)=Tw)+Tw),vVu,v € U;
e T(au) =aT(u),Yvu€e UeVa € R

Operador linear ¢ o nome dado ao caso particular de um transformagdo linear de um
espago vetorial V em si mesmo, ou seja T:V — V. Nesse trabalho, serdo abordados
principalmente os operadores em R?, visto que o propésito é o estudo de curvas planas nesse

espago vetorial.
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4.1.1 Matriz de uma Transformacao Linear

Seja T: U = V uma transformacao linear, U um espac¢o n-dimensional e V um espago
m-dimensional, B uma base de U e C uma base de V. Existe uma matriz 4,,«, que representa

amatriz de T em relacdo as bases B e C, tal que:

[TW]c = A" [u]p,

em que [T(u)]; é representagdo matricial da imagem T (u) com relagdo a base C do contra

dominio de T e [u]z o vetor u escrito matricialmente na base B do dominio de T
4.1.2 Aplicacao Composta de uma Transformacao Linear

Considere duas transformagdes lineares T;:U =V e T,:V — W, a transformacéo
T, (T1 (u)) ¢ uma aplicagdo composta de T, com T;, representada por T, oT;. Essa
transformagdo parte diretamente do espaco U e leva os vetores desse espago para W, como
mostrado na figura 29. Tem-se assim que (T, o Ty):U » W e T,:V - W, levam u ¢ Ty (u) a
uma mesma imagem em W, ou seja, (T, o Ty)(w) =T, (T1 (u)),Vu € U. E possivel mostrar
que a composi¢do de duas transformagdes lineares € linear, cuja matriz ¢ dada justamente pelo

produto das matrizes de T, e T;, nessa ordem.

Figura 29. Esquema da aplicagdo composta

T oT,

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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4.1.3 Operadores invertiveis

Caso um operador T seja bijetor, ou seja, se a transformagao linear T: V — V for injetora
e sobrejetora, existird uma aplicacdo inversa T™1:V — V que realiza uma correspondéncia
inversa, associando a cada vetor transformado T(v) o seu correspondente do dominio de T, ou

seja, o proprio v. Diz-se nesses casos que T é invertivel, e sua inversa é T™1.

Figura 30. Diagrama de uma transformag@o com sua inversa

14 1%
T
=1

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Propriedades dos operadores invertiveis:

i) Se T éinvertivel e T~ ¢ suainversa,entio To T~ 1 =T 1o T = .
i1) Se T ¢ invertivel, T transforma base em base, isto €, se B € uma base de V, T(B)
também € base de V.

i) Se T ¢ invertivel e B uma base de V, entdo T~ 1:V — V ¢ linear e:

[T~']p = ([T]p)™"
ou simplesmente
[T7'] = [T]"
Portanto
[TI[T~*] = [T -T'] = [I]

e como consequéncia, temos: T € invertivel se, e somente se, det[T] # 0.
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4.1.4 Matriz Mudanca de base

Dado um espago vetorial V e duas bases A e B de V/, € possivel relacionar um vetor v €
IV nabase A aum vetor v € I/ nabase B, através de uma matriz conhecida como matriz mudanca
de base. Vamos considerar uma situacdo em que dimV = 2. O problema para os espagos de
dimenséo n ¢ analogo.

Seja um operador T: V — V e as bases A = {v;, v, } para o dominio ¢ B = {w;,w,} para
o contradominio desse operador. Dado um vetor v € V, este sera combinagao linear dos vetores
das bases A e B:

V= X101 + X0, 0u vy = (%, x2) (1)

e
v =y1wy + YWy ouvg = (¥4, ¥2) (1)
Por sua vez, os vetores da base A podem ser escritos com relacdo a base B, isto é:
vy = ap Wy t+ azws
Vy = A1Wp T AW,
Substituindo-se as expressdes acima em (I), tem-se que:
v = x1(a1aw1 + azwy) + x2(a12wy + azws)
ou

v =wy(ay1%; + ay2x;) + waazx; + azex;).
Comparando com a relagéo (II):

Y1 = Q11X1 + Ax1X>

Y2 = Q12X1 + Az2X;
[3’1] _ [a11 alz] [x1]
Y2 Az1 Azl X0

[vlg = [1]§[V]A

ou na forma matricial:

ou simplesmente:

sendo a matriz:



45

8= [y o

a matriz mudanga de base de A para B, ou seja, obtemos as coordenadas do vetor v na base B
a partir do vetor v na base A por meio da matriz [I]4.

Pela propriedade ii) de 4.2.1, como a matriz [I]4, transforma vetores linearmente
independentes da base A em vetores linearmente independentes da base B, ela € invertivel. Por

conseguinte:

[vlp = [I15[v]a = [vla = (11) vl = (1)~ = U5,

isto €, a inversa da matriz mudancga de base de A para B é a matriz mudanca de base de B para
A.
Exemplo: Considerando as seguintes bases do R%*:4 = {(1,1),(0,—1)} ¢ B =
{(2,-3),(=3,5)}
a) Determinar a matriz mudanca de base [I]4.
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular vy, sendo v4 = (2,3).

¢) Determinar a matriz mudancga de base de B para A.

Solugdo:

8= [y o

a1 () o s .
sendo [v;]g = [ a21] ev,]g = [ azz]. Escrevendo v; em relagdo a base B, obtém-se:

vy = (L1) = a31(2,-3) + a21(=3,5)

sistema cuja solucdo nos fornece a;; = 8 e a,; = 5. E expressando v, em relagdo a base B,
obtém-se:

v, = (0,—1) = a4,(2,-3) + a,,(—3,5)

sistema cuja solugdo nos fornece a,, = —3 e a,, = —2. Portanto:
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mé=[5 )

b) Pela formula [v]z = [I14[v]4 tem se que:

W=l 2[3]= s =[]

Portanto vy = (7,4).

¢) Por ([114)~* = [I]8 temos que:
5_[8 =31"
€ portanto

mi=[5 ol

E possivel obter a matriz mudanga de base de outra maneira, através de uma relagio que
utiliza a base candnica do espago em que estd inserido o operador identidade I e a ideia de
composicao de operadores, descrita em 4.1.2. O exemplo anterior ird ilustrar tal situacéo.

Considerando as bases A e B do exemplo e sendo € = {(1,0), (0,1)} a base candnica do

R2. Escrevendo v; e v, em rela¢do a base candnica temos que:

v, = (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1)
v, = (0,—1) = 0(1,0) — 1(0,1)

e portanto:

¢ = [1 _01]'
Utilizando o mesmo raciocinio, temos que:
1 = [—23 _53]
Fazendo [I]¢ = A e [I]¢ = B ¢ lembrando das relagdes [T, o T;]% = [Tz]f[Tl]g da

composta de uma transformagio linear e ([I]14)™* = [I15 da matriz mudanca de base, pode-se

€screver:

(13 = 1= 13 = [N5[11¢ = AN~ = B A.
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Portanto,

B _ 14 _[2 =317'11 07_715 3111 071_1(8 -3
a=B A_[—3 5] [1 —1]_ 3 2”1 —1]_[5 —2r
que € exatamente a matriz encontrada para [I1§ no item a).

4.1.5 Matriz de Rotacao

Considere um operador linear T: R?> - R? que gira cada vetor v € R? em um angulo 6,
ou seja, o operador que efetua a rotagdo por 8 do plano cartesiano xy em torno da origem,

Ty:R% > R2.

Figura 31. Rotagdo dos vetores da base canonica

&

Taley)

.
-

L

s

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

Como o modulo dos vetores e; e e, sdo iguais a 1, por trigonometria temos que

To(e;) = (cos@,sinB) e Tg(e;) = (—sin B, cos ). Ou seja:

Tg(e1) = cos B (1,0) + sin 6 (0,1)
Tg(e;) = —sin@ (1,0) + cos 6 (0,1)

e assim, a matriz canonica do operador Ty: R? —» R2 é:
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__[cos8 —sinéf
[T]_[sinG cosf I

Essa matriz ¢ chamada de matriz de rotagdo de um angulo 6, e portanto Ty: R? — R2 ¢
dado por Tg(x,y) = (x cos@ —ysinf,xsin6 + ycos0). Sendo C = {e;, e,} a base candnica
que define o sistema de coordenadas retangular xOy, a base P =
{(cos8,sinB), (—sin 6, cos H)} define um sistema de coordenadas retangulares x'0y’ que
resulta da rotacdo de xOy por um angulo 8. A matriz rotacdo pode ser considerada, entdo, uma

matriz mudanga de base da base P para a base canonica C, pois:

(cos6,sinf) =cosf e, +sinbe,
(—sin8,cos @) = —sinfe; + cos O e,
€ portanto

p_[cos8 —sinf
[I]C_[siné? cos@ I’

Isso significa que, sabendo-se as coordenadas de um vetor v na base P ¢ possivel

encontrar suas coordenadas na base candnica através de [I1Z, ou seja:

[vle = [T1c[v]p

Da mesma forma, tendo o vetor v na base canonica C encontrar suas coordenadas na

base P através da matriz [I1$ = ([I]1£)72, ou seja:
[v]p = 13 [vc.
4.1.6 Matrizes semelhantes
Seja T:V — V um operador linear e A e B duas bases de V. As matrizes [T]4 e [T]5 ou

simplesmente [T]4 e [T]g do operador T em relagdo as bases A e B, respectivamente, sio ditas

semelhantes se, e somente se, existe uma matriz M invertivel tal que:

em que M é a matriz mudanca de base de B para A, ou seja M = [I]5. Como foi visto em 4.1.1:
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[T(W)]p = [T15[V]a = [T(W)]a = [Tlalv]a (D) e [TW)]p = [T1p[v]s (D),
e por 4.2.2, sabe-se que

[V]a = [I]ﬁ[v]s (1) e [T(w)]4 = [I]ﬁ[T(V)]B-

Substituindo [v],4 € [T(v)]4 em (I), tem-se:

[NAIT ()]s = [T1allZ[V]5.

Como [I]8 ¢ invertivel (4.2.2):

[T = (T1D T 1all14[V]s-

Comparando-se com a (II), obtém-se:

[T1s = (12D T1all1Z

ou simplesmente,

Através dessa relagdo, é possivel demonstrar que [T], e [T]z possuem o mesmo

determinante, pois:
[T]g = M7YT]uM = M[T]g = [T]4M = detM - det[T]z = det[T], - detM,

€ portanto

det[T]g = det[T],.

Exemplo: Seja T: R? - R? um operador linear. Considerando A como a base candnica

_[3 5

do R? e B = {(4,1),(—11,—3)}. Sabendo que [T]z = 1 5

], determinar [T], utilizando a

relacdo entre matrizes semelhantes.
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Solu¢do: Tem-se que [T]y=M"YT]zM e M =[I1§=B"*A (por 422). B =

[4 _1 e suainversa é B~1 = [i __141]. Como A é base canoOnica, a matriz A € identidade,

e sendo assim, B"'A=B"!'!=M - M~! = B. Entio:
ra=mmem = TG =1 )

E possivel verificar que as matrizes [T], e [T]g representam o mesmo operador linear.

Tomando um vetor v, = (1,1) na base A e escrevendo esse mesmo vetor na base B, vg =

(—8, —3). Tem-se que:
reol=ea=[2 =17

Tl =mevs =[5 328 =23

O vetor T(vg) = (—39,—14) é o vetor T (v,) escrito na base B, pois

_ 4x — 11y = -2
(=2,3) = x(4,1) + y(—11,-3) = { 33

A solugdo do sistema € x = —39 e y = —14, ou seja (—2,3)4 = (—39,—14)5. [T]4
leva v, a suaimagem T'(v,) € [T]p leva vg a sua imagem T (vg) (figura 30), como v, € vg sdo
0 mesmo vetor escritos em bases diferentes € 0 mesmo vale para T (v,) € T (vg), conclui-se que

[T]4 e [T]g representam o mesmo operador linear.

Figura 32. Exemplo de matrizes semelhantes

R? R?

T(t) = (-23)

T(vg) = (-39,-14)

T

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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4.1.7 Operador ortogonal

Uma matriz A é dita ortogonal se A' = A~1. Caso as colunas de A sejam formadas por
vetores unitarios, dizemos que A € ortonormal. Quando um operador linear T: V — Vconserva
o modulo dos vetores, ou seja |T(v)| = |v| ele é chamado de operador ortogonal. Por exemplo,

a matriz de rotacdo do operador linear Ty: R? - R?:

cosfg —sind
sinf cos@

[Ty = |

¢ ortogonal, pois como,

To(x,y) = (xcos@ —ysinf,xsinf + y cos0)

[Ty (x,y)| = \/(xcos@ — ysin@)? + (xsin @ + y cos 6)?

= \/xz cos 2 — 2xy cos @ sinf + y2sin? O + x2 sin% O + 2xy sin @ cos 6 + y? cos %6

= \/xz (cos?8 + sin?0) + y*(sin?0 + cos 20) = /x% + y2 = |(x, y)|.

E facil verificar que, sendo T a matriz de rotagdo, [T(x,y)]™! = [_c;)iSHBH (S:;)rég =

[T (x,y)]¢. Essa propriedade ¢ valida para todos os operadores ortogonais. Por consequéncia,
para esses operadores, tem-se [T]*[T] = I. Além disso,é possivel mostrar que o determinante

cosfd —sinf

2
. =cos“0 +
sinfd cosé

de uma matriz ortogonal € sempre 1 ou —1. Por exemplo, det [

sin?f = 1. Se T é ortogonal e det[T] = 1, T é uma rotacdo, como & o caso do exemplo.
E possivel verificar também que todo operador ortogonal preserva o produto interno, ou
seja, u v = T(u) - T(v). Pode-se verificar facilmente essa afirmagdo para a matriz de rotagdo

pois, sendo u = (x1,y1) e v = (X3,¥,), tem se que:
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T(uw) -T(w) = (x,cos0 — y;sin@,x; sinb + y, cos )
- (x5 c0s0 — y,sin 0, x, sin + y, cos 0)
= (x, cos @ — y; sinB)(x, cos @ — y, sin@) + (x, sinO + y; cosB)(x,sin b
+ y, cos @)
= X;X, COS %0 — X1y, cos O sin@ — x,y; cos O sin6 + y,;y, sin?0
+ %1%, sin %0 + x,y, cos @ sin @ + x,y; cos O sin 6 + y,y, cos 0

= x,%,(cos %0 + sin?0) + y,y,(cos %0 +sin?0) = x,x, + Y1y, = u-v

€ portanto,

u-v=T_T):- T).
4.1.8 Operador simétrico
Um operador T: V — V é simétrico se a matriz que o representa numa base ortogonal A
¢ simétrica, isto &, se:

[T14 = [Tla-

Exemplo: O operador T:R? - R%, T(x,y) = (—=3x + 2y,2x + y) ¢ simétrico pois

m=[7 3=

Pelo exemplo, é possivel verificar que T(u) - v = u - T(v), pois sendo u = (x4,y,) €

v = (x,,Y,), tem se que:
T(u) v =(=3x +2y1,2x1 + y1) - (x2,¥2) = =3%1%3 + 2x2¥1 + 2X1Y, + V1Y>
u-TW) = (xg,y1) - (=3x3 + 22, 2%, + y2) = =3x1% + 2x1Y, + 2x51 + V1)2

e portanto,

T(w)-v=u-T(v),

propriedade valida para todos os operadores simétricos.
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42  AUTOVALORES E AUTO VETORES

Seja T:V — V um operador linear. Um niimero real A serd dito um autovalor de T se
existir um vetor ndo nulo v em V tal que T(v) = Av. O vetor v é chamado de auto vetor de T
associado a A.

Se v ¢ um autovetor de um operador T associado a um autovalor A, entdo todo multiplo

por escalar de v ¢ também um autovetor de T associado a A. Mais ainda, se A(41) ={v €

V; T(v) = Av}, entdo A(A) € um subespago vetorial de V, chamado autoespaco de T associado

a A. Note que A(4) é formado pelo vetor nulo e por todos os autovetores de T associados a A.
4.2.1 Determinacao de Autovalores e Auto vetores

Sejam v e A, respectivamente, um autovetor associado a um autovalor de uma

transformacgdo T:V — V (dim V = n) dada por T(v) = Av. Pela defini¢ao:
Av=Av > Av—Alv = 0.
Como v = Iv, sendo I a matriz identidade de ordem n,
Av—Alv=0-> (A—Av = 0.
Para que esse sistema linear assuma solugdes além da solugao trivial (solugdo na forma
v = (0,0, ...,0)), deve-se ter det(4A — AI) = 0. O determinante det(A — Al) ¢ um polindmio na

variavel A denominado polindmio caracteristico. A equagdo det(A —Al) =0 é chamada

equacao caracteristica do operador T e suas raizes sdo os autovalores do operador T

Exemplo: Determinar os autovalores e auto vetores do operador linear T, (v) sendo A =
[o 2]
0 -1F
Solugdo: A equagdo caracteristica de A ¢:

1-4 2 -0

det(A—Al) = 0 =
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A-D(-1-1=0
A—-1=0

portanto 4, = 1 e 1, = —1. E para encontrar os auto vetores utiliza-se o sistema homogéneo

X
de equagdes lineares (A — AI)v = 0, considerando v = [y], obtém-se:

[1 0 ! _12_ /1] [;C/] - [8]

parald; =1,
0 271*1_10
o Zlll=1ol
entao
2y =0 _
{oyz0 » v=0
O sistema admite infinitas solugdes para y = 0, portanto v; = (x,0). E para 4, = —1:
2 211*1_10
[0 0 [y] - [o]
entao
2x+2y=0->x=-y
e assim, o sistema admite infinitas solu¢des para x = —y, portanto v, = (—y,y).

43  DIAGONALIZACAO DE OPERADORES

A toda transformagao linear T: V - W, com dimV = m e dim W = n, associa-se uma
matriz A« tal que T4(v) = Av, Vv € V. Porém, a matriz A ¢ caracteristica das bases
utilizadas na defini¢do do operador T, ou seja, mudando-se a base, muda-se a matriz da
transformacgao.

A matriz do operador T que torna as operagdes mais simples (principalmente as

multiplicagdes de A em n estagios, A™) ¢ a matriz diagonal D = (d;;), aquela em que:

{dij # 0, paraalgumi =j
dij=0,sei#j
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Propriedades:

1) Auto vetores associados a autovalores distintos de um operador T:V — V sdo
linearmente independentes.

Demonstragdo: Sejam T(vy) = liv; e T(vy) = A,v,, com A; # A,. Considere a
igualdade:

a;v; + ayv, =0 ().

Pela linearidade de T, tem-se:

a;T(vy) +a,T(vy) =0 - a; A, 04 + ayA,v, = 0 (11).

Multiplicando ambos os membros da igualdade (I) por 4,, tem-se que:

alﬂ.lvl + azﬂlvz =0 (III)

e subtraindo (I1I) de (II), obtém-se:
a; (4 —A)v, =0,

Como A, —A; # 0 e v, # 0, conclui-se que a, = 0. Assumindo o valor de zero para

a, em (I), e sabendo que v; # 0, conclui-se que a; = 0. E portanto o conjunto {v;, v,} é LL

Coroldrio: Sempre que tivermos um operador T: R? - R? com A; e 1, distintos, o
conjunto {v,,v,}, formado pelos vetores proprios associados serd uma base do R?. Este fato
vale em geral, isto é,se T: V — V ¢ linear, dimV = n e T possui n valores proprios distintos, o
conjunto {v,, v, ..., U, }, formado pelos correspondentes vetores proprios € uma base de V.

2) Considere um operador linear T em R? que admite valores proprios A; e A, distintos,
associados a v; e v,, respectivamente. O corolario da propriedade anterior assegura que o

conjunto P = {v;, v,} ¢ uma base do R?. Tendo em vista que:

T(vl) = /11171 = /11171 + 0172
T(Uz) = 2.2172 = 0171 + /121.72

o operador T é representado na base P dos vetores proprios pela matriz diagonal:
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1
7], = OAZ]D

construida com os valores proprios na diagonal principal. Sendo A a matriz candnica do
operador T, isto é, [T] = A, as matrizes A e D sdo semelhantes por representarem o mesmo

operador T em bases diferentes. Logo, a relacdo entre matrizes semelhantes permite escrever:
D =M"1AM

sendo M a matriz-mudanga de base de P para a candnica C = {e,,e,}, onde e; = (1,0) e e, =

(0,1). Como:
=[Mg=C"'"P=I""P=P

a relagdo anterior se torna:

D = P71AP.

em que P é a matriz cujas colunas séo os vetores proprios do operador T. Sendo assim, a matriz
quadrada A é diagonalizavel se existe uma matriz invertivel P tal que P~*AP seja diagonal.

Diz-se, nesse caso que, que a matriz P diagonaliza A, ou que P € a matriz diagonalizadora.

Exemplo: Seja T:R? - R? um operador linear dado por T(x,y) = (x + 2y,—y), a

matriz de T em relagdo a base canonica € [T] = 2 ] O polinomio caracteristico de T ¢é

o 5
dado por:

det([T] — A = |1 =4

2 J=0-a-nE1-n=2-1=0,

e assim tem-se 4; = 1 e A, = —1, portanto [T], = [(1) _01] = D. Seja [T] = A, foi visto nos

exemplos anteriores que os autovetores de A sdo v; = x(1,0) parad; = lev; = y(—1,1) para

A, = —1. Como 4, e A, sdo distintos, o conjunto P = {(1,0), (—1,1)} forma uma base do R? e

a matriz P = [(1) _11] diagonaliza A. Tem-se P~1 = 11

= o 1]. De fato, pode se verificar que

D = P 1AP, pois:

P"lf“’:[é ﬂ[é —1”0 1= [0 A=
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Portanto, P diagonaliza o operador T, sendo [T] = A.
4.3.1 Diagonalizacio de matrizes simétricas

Uma matriz simétrica ¢ uma matriz quadrada igual a sua propria transposta, ou seja A =
At. Em um operador simétrico T: R? - R?, o discriminante do polindmio caracteristico é

sempre maior ou igual a zero e, portanto, havera sempre duas raizes reais. Para confirmar essa
. . . a b e A o .
afirmacdo, considere uma matriz simétrica A = [ b ] Seu polindmio caracteristico sera dado
c

por:

a—A7

det[ b

b 1_,2_ 2
C—ﬂ.]_A (a+c)A—b*+ac,

cujo discriminante é dado por A = (a — ¢)? + 4b? = 0, pois é uma soma de quadrados. No

caso de b # 0, te-se A > 0 e, consequentemente, a existéncia de dois autovalores distintos.
Por exemplo, considere um operador representado pela matriz A = [_31 _31], que ¢

simétrica. A equagdo caracteristica de A é:
deta-20=|> F|=0-6-DE-D-1=0-2-61+8=0.

Os autovalores sdo 4; = 2 e A, = 4. Logo, a matriz diagonal desse operador pode ser

dada por D = [S 2] Os autovetores serdo dados pelas solugdes do sistema

(A—/U)v=0—>[3"1 -1 ][;]=0.

-1 3-1
Para A; = 2,
1 —-11 _ 3 _
[—1 1 ”y] =0-x=y-v, =x(1).

Para A, = 4,

-1 -1 _ _ o

[—1 —1”3/] =0-x=-y->v, =y(-1L1).

Nesse exemplo, é possivel verificar que v; L vy, pois v; - v, = (1,1)(-1,1) = -1 +

1 = 0. Isso ocorre em todos os operadores simétricos, o que torna a base formada por esses

vetores ortogonal. Se, além disso, os vetores dessa base forem normalizados, a matriz P
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formada por eles € ortonormal. Por consequéncia disso e de que em um operador ortogonal a
matriz inversa de T coincide com sua transposta, isto é [T]™! = [T]¢, arelagdo D = P~1AP se

torna D = PYAP.

- . , 11
Dando continuidade ao exemplo, normalizando v, e v,, obtém-se u; = (ﬁ’ﬁ) euU, =

1 1 11
(—%,%}.Assim,P= ? 1ﬁ eainversade P¢ P~1 = Pt = ﬁl ‘/f,entéoz
VZ V2 2z V2
1 1 1 1
cao | V2 VZI[3 -1|vVZ V2[_q2 o1_
rar=| Y9 Y2 ST 1=l =2
V2 V2 V2 V2

Portanto, P diagonaliza A ortogonalmente.
44  FORMAS QUADRATICAS

Uma forma quadratica ¢ um tipo especial de fung¢fo, definida genericamente por:
_ 2 2
Q(xl, xZ, ...,Xn) - a11x1 + a12x1x2 + cee + alnxlxn + azzxz + a23xe3 + + an

ou

n

Q(xy, Xz, ey Xp) = Z a;jXiX;
{7=1
i<j

Exemplo:
Q(xq1,x,) = 3x? — 5x;x, + 8x%
Assim, uma forma quadratica em R? pode ser escrita de maneira geral como Q(x,y) =
Ax? 4+ Bxy + Cy?, ouna forma matricial, que sera considerada no processo de reconhecimento

de coOnicas, como:

Qlx,y) =[x ]

i

S ool N

4.4.1 Reducio da forma quadritica a forma canonica

Considere uma forma quadrética Q(x,y) = Ax? 4+ Bxy + Cy? com B # 0. E possivel

eliminar o termo Bxy através de uma rotagdo de eixos, pois nessa condi¢do, a matriz A =
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B
% |, que representa essa forma quadratica (e no contexto desse trabalho, um operador de
C

Nlwo

R?), sempre possui um par de auto vetores ortornormais u; = (cos@,sinf) e u, =
(—sin @, cos 0) relativos aos autovalores distintos 1; e 1, da matriz A, ou seja, o operador
sempre sera diagonalizavel. Em suma, considerando um novo sistema de coordenadas x'0y’ no

qual os eixos estdo orientados na direcdo de u, e u,, tem-se que:
2 2
Q' y") = 4x"" + "

Demonstracdo: Considere a forma quadratica Q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? =

a4 B

[x V]
Sc

N

x
‘ [y] = v{Avg. O objetivo é provar que viAvs = 4,x'% + 1,y"2. Como x' e y'

sdo componentes de v na base P = {uy,u,}, onde u; e u, sdo os auto vetores unitarios

associados a 4; e 4,, e sendo P a matriz mudanca de base de P para S, tem se que:

Vg = Pvp.
Assim,
véAvs = (Pvp)tA(Pvp) = v5(PEAP)vp.

Como P diagonaliza A ortogonalmente

P%P=D=Plo]

0 A

conclui-se que
LAvg = viD
vsAvs = vpDvp

€ entdo,

B
- \ -w s OF]
5 C

portanto,

Ax% + Bxy + Cy? = 1,x'* + A,y'%.
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Exemplo: Encontrar a forma candnica da fungio Q(x,y) = x? + 12xy — 4y?, sendo

A=[é —64]'
1-1 6

_ 2 _ —
4 =022 +31-40=0.

det(A—AI) =

As raizes sdo 1, =5 e 1, = —8 e, portanto, Q(x’,y") = 5x'?2 — 8y'?. A titulo de

ilustracdo, € possivel determinar a matriz P que rotaciona os vetores na base S.

Paral, =5
_[1-5 6 X1 _
(A-v=| ) _4_5][y]_0
. —4x+6y =0 e s
O sistema { X+ 0y _ ~ admite infinitas soluc¢des para x = Ey. Tomando um vetor
6x—9y =0 2
unitario desse auto espaco, tem-se u; = (\/%_3,\/%_3).
Paral, = -8
_[1+8 6 X1 _
(A= =| 6 —4+8”y]‘0
. 9x +6y =0 e s N _ 2
O sistema { 6x + 4y =0 admite infinitas soluc¢des para x = -3 Tomando um vetor
2 2
unitario desse auto espago, tem-se u, = (—\/%,\/%). Assim, P = I\/? ;/E . Percebe-se
Vi3 Vi3
que, nessa ordem, det[P] = 1, o que confirma ser esse operador uma rotagdo. Por fim:
3 2
p= V13 V13
1 2 3 |
V13 V13

4.4.2 Procedimento geral para reconhecimento de uma conica

Quando as conicas ndo estdo com seus eixos paralelos aos eixos horizontal ou vertical,
sua equagdo apresenta um termo misto xy. Para fazer o reconhecimento destas conicas, € feito
um procedimento mais sofisticado que reune os conceitos de Algebra Linear revisados
anteriormente. Esse procedimento segue os seguintes passos:

1° Passo: Dada a equagdo geral das conicas Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0,

com A ou B ou C # 0, escreve-se a equacdo na forma matricial,
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[x y];1 E‘[;]HD EI[]+F=0
E C

X
0uv§Mv5+NvS+F=0,emquevS=[y],M= eN=[D E].

N
O Nvlw

2° Passo: Diagonaliza-se a forma quadratica para eliminar o termo xy. Para isso, é
necessario encontrar os autovalores e autovetores ortonormais u; = (X11,X12) € Uy =

(%21, x27) de M.

3° Passo: Faz-se uma mudang¢a de variaveis (uma rotagdo de eixos) vg = Pvp, sendo

X171 X
P = [xiz 21] A matriz P diagonaliza M e seu determinande deve ser igual a 1. Substituindo
B
soviMus =[x vl|o 2| [ pelat onica v5D oy
aequagdo vsMvg = [X V] 5o, [y] pela forma canénica vpDvp = [x 0 /12] [ ]
2

a equacdo do primeiro passo na forma matricial se torna:

CRS] e | ¥ K e I | MR T

ou simplesmente

Mx?+ 2y +ax' + by +F =0,
sendo a = Dx;; + Ex;p e b = Dxyq + Exy,.

4° Passo: Eliminacdo dos termos lineares, fazendo uma nova mudanga de coordenadas

(uma translagéo de eixos):
1) Para A, e A, diferentes de 0, tem-se:
Mx?+A,y%+ax'+by + F=0>
/11<x’2 +a—xl+ a2)+/12 (y’2 +b—y,+ b ) +F—a—2—b—2= 0=
A 422 Ay 4A2
2 2 b2

/1(+a)2+/1(+b)+1:a -
\* T2 2\ T2, ar, An,
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iii)

o a o b _ a? b? , )
Fazendo X = x +2/11,Y—y +2/12ef—F rw 4/12,0btemse.

MX2+ 2,2+ f=0.
Parald, #0e A, =0

Lx*+ax'+by +F=0=
a \2 a?
Jo (% + o) by +F == =0.
) x+2/11 +by' + v
r a A _ _a_z P .
Fazendo X = x +2—/11,Y—y ef =F 4/11,0btem-se.
LX2+bY +f=0.

O caso em que 44 = 0 e A, # 0 ¢ analogo ao segundo caso.

Exemplos: Identificar o género das seguintes conicas:
1) 17x%+12xy +8y? —10x+ 20y +5=0
2) xy+x+y=0

3) x24+y2+2xy—42x =0

Solugoes:

1) Dada equacdo na base candnica do R?:

|17—/1
6

17x% + 12xy + 8y? —10x + 20y +5=0

Realizando o procedimento geral para reconhecimento de uma conica tem-se:

[x ¥ [167 g] [;]+[—10 20] [;]+5=0.

e as raizes da equagdo sdo 4, = 5e A, = 20.

=52 ][0~ (29 S0 =2

6x+3y =0 B

8EA|=O—>(17—&)(8—/1)—36=0—>/12—25/1+100=0

62

Encontrando os autovalores e auto vetores para o processo de diagonalizagdo, obtém-
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e um vetor ortonormal que satisfaz y = —2x € o vetor u; = (%, - %)
_ -3 6 1M*1_10 —-3x+6y=0 _
Parady =20.[> D [[y] = o] - {6x —12y=0 " XT 7%
e um vetor ortonormal que satisfaz x = —2y ¢ o vetor u, = (%, %) Assim, a primeira equagdo

na forma matricial se torna:

1 2
X ¥ [g 200] [;] +[-10 20] ‘/52 ‘/15 [;] +5=0
V5 V5
5x'2 + 20y'? —S—Ox’ +5=0
V5
50
5x'2——x'+25+20y?+5—-25=0

V5

2

5(’ 5) +20y'2 =20
X' —— = 20.
N y

! 5 —_ ! 4 .
Tomando X = x" — = Y =y, obtém-se:

X% v?

2 2 — —_ _=
5X“ + 20Y 20—>4+1 1

Através desta equacdo, € possivel identificar a conica como uma elipse, com centro

c (%, O) no referencial x'0y’.
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Figura 33. Gréfico da elipse 17x2 + 12xy + 8y%? — 10x + 20y + 5 =0

Yy

8 = 63,43°

Uz X

Uy

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra.

2) Dada equacio na base candnica do R2:

xy+x+y=0

Fazendo procedimento geral para reconhecimento de uma conica:

[;]+[1 1] [;]=0

oS N

0- (=)= - 0 — A? ! 0
=U-(— —A)——=0U- —_——_—=
4 4

, I 1 1
e as raizes da equagdo sdo 4, = € Ay =— s
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101 1x+1y—0
_1 BEE [ T P A
ParaAl—z,tem-se 1 _4 [y]_[O]_) 1 ) - x=y,
2 2

. . 1 1
e um vetor ortonormal que satisfaz x = y é o vetor u; = (ﬁ’ﬁ)'

11
1 2 2|[*¥1_1[01 .1 1. _ —
ParaAz——E,tem-se i [y]—[o]ﬁ5x+5y—0—>x——y,
2 2
e um vetor ortonormal que satisfaz x = —y ¢ o vetor u, = (_T; , \/%) Assim, a primeira equagio

na forma matricial se torna:

1 1 1
= 0 / = " Al
v oonl2 X V2o V2| L
2 Z
1 1 2
a2 02 4 =
SX' =5y +\/§x
b 12y 1 =0
2 TR 2 -
1< - 2)2 1 o_
2 N
Tomando X =x’+%eY=y’, obtém-se:
X? y?
7 7271

Através desta equacdo, € possivel identificar a conica como uma hipérbole, com centro

c (— %, 0) no referencial x'0y’.
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Figura 34. Grafico da hipérbole xy + x + y =0

y' y &

Uy Uy

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra

3) Dada equacio na base candnica do R2:
x2+y%2+2xy —42x =0

Fazendo procedimento geral para reconhecimento de uma conica:

ol Rleea aff]=o

Encontrando os autovalores e autovetores para o processo de diagonalizagdo, obtemos:

1-4 1

—_— —_— f— —_— = 2— =
=0, == -1=0-2-21=0,

e as raizes da equagdo sdo 4, = 2ed, = 0.

Paraﬂl—Ztemse[ _1”)/] [O] {x+y—00_)x=y'

. . 1 1
e um vetor ortonormal que satisfaz x = y é o vetor u; = (ﬁ’x/_i)
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Para/12=0,[1 1][§]=[8]—>x+y=0_>x=_y

e um vetor ortonormal que satisfaz x = —y é o vetor u, = (—\%,%) Assim, a primeira
equacdo na forma matricial se torna:
1 1
r ~2 0 x, \/z \/z x, _
& g olly] ez ol ][y] =0
V2. 2

2x"? —4x" +4y' =0
22 —4x'+2+4y'—=2=0

1
2(x" —1)? +4<y’ —§> =0
Tomando X =x"'—1eY =y' — %, obtém-se:

2X24+4Y =0 - X2 +2Y =0.

Através desta equacdo € possivel identificar a conica como uma pardbola, com vértice

v (1, %) no referencial x'0y’.

Figura 35. Gréfico da parabola x2 + y% + 2xy — 4v2x = 0

¥ y B

Uy uy

Fonte: Construida pela autora no GeoGebra
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4.4.3 Conicas Degeneradas

Na interse¢do de um cone com um plano, é possivel se obter outras formas além das

parébolas, elipses e hipérboles. Essas interse¢des sdo chamadas conicas degeneradas: um ponto,

uma reta, duas retas concorrentes e duas retas paralelas.

Analisando o caso em que 1, e 1, sdo diferentes de zero e 1, X2 + 1,Y2 + f = 0, chega-

se as seguintes conclusdes:

i)

iii)

Se 1, e 1, forem ambos positivos, tem-se uma elipse para f < 0, um ponto para
f =0 epara f > 0 um conjunto vazio. Por exemplo a equagio 2X? + 4Y2 =0 ¢
um ponto, pois 2X?2+4Y?2=0e (X,Y)=(0,0). E X?2+4Y2=—-1 ¢é um
conjunto vazio, pois a soma de dois quadrados nunca poderia ser negativa.
Se A; e 4, forem ambos negativos, também serd uma elipse, um ponto ou conjunto
vazio para f positivo, nulo ou negativo, respectivamente.
Se 1; e A, tiverem sinais opostos, podera ser uma hipérbole para f # 0, ou um par
de retas concorrentes se f = 0. Por exemplo a equagiio 4X? — 9Y? = 0 é um par de
retas concorrentes, pois

4X2—-9Y2=0-> (2X+3Y)(2X-3Y) =0
portanto 2X +3Y =0->Y = —%X ou2X—-3Y =»Y = %X, que representam um

par de retas concorrentes.

Analisando o caso em que A; # 0 e 1, = 0, tem-se 1,;X% + bY + f = 0, chega-se as

seguintes conclusdes:

1)
ii)

Se b # 0, serd uma parabola.

Se b = 0, podera ser uma reta (se f = 0), um par de retas paralelas ou o conjunto
vazio. Por exemplo a equagdo X2 — 5 = 0 é um par de retas paralelas, pois X2 —
5=0-X=+V5. Aequagio X2 = 0 éaretaX = 0 eaequagdo X?> + 5 = 0 éum

conjunto vazio, pois X2 +5 =0 - X? = =5,



69

5 CONSIDERACOES FINAIS

No curso de Licenciatura em Matematica do IFMG - campus Sdo Jodo Evangelista,
existe a disciplina de Historia da Matematica, e a referida disciplina estava sendo cursada
durante o desenvolvimento deste trabalho. A riqueza do contexto historico das conicas ndo
poderia deixar de ser mencionada em um trabalho como este. Ao estudar os contetidos com suas
referéncias historicas, observa-se como a Matematica se desenvolve a partir das necessidades
de uma determinada cultura, no caso das coOnicas a necessidade dos matematicos gregos de
solucionar o problema da duplica¢do do cubo.

Ao definir as coOnicas como lugar geométrico e posteriormente descreveé-las
algebricamente, observa-se a importancia de se representar formas geométricas através de
equacdes, pois isso contribui para seu entendimento e permite o uso das ferramentas algébricas
no estudo de problemas de natureza geométrica.

Para fazer o reconhecimento de coOnicas rotacionadas, foi necessario rever varios
conceitos de Algebra Linear, o que trouxe grande contribui¢io em minha formagio académica
e no trabalho como tutora de Algebra Linear no IFMG - campus Sdo Jodo Evangelista. Além
disso, possibilitou o conhecimento de um dos procedimentos para o reconhecimento geral das
conicas, definidas pela equagdo Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, tema que nio havia
sido abordado durante a graduagdo. O procedimento de diagonalizagdo para o reconhecimento
de conicas rotacionadas possui aplicagio em diversos mecanismos de Algebra Linear e
evidencia a importancia desses processos para a Matematica.

O tema “conicas transladas e rotacionadas™ poderia ser mais explorado na Licenciatura
em Matemadtica, e até mesmo na Educacdo Bésica em um periodo pés ENEM (Exame Nacional
do Ensino Médio), momento em que os alunos estdo mais tranquilos com relagdo ao
cumprimento do curriculo. Na graduag¢@o, o assunto possibilitaria um entendimento mais amplo

das conicas e de conceitos de Calculo e Algebra Linear.
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