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N&o ha ramo da Matematica, por mais abstrato que seja, que
nao possa ser um dia aplicado aos fenbmenos do mundo real.
(LOBACHEVSKY apud DANTE, 2011).



RESUMO

Acreditamos que fazer matematica é algo para além da sala de aula e ndo precisa
tornar-se uma experiéncia cansativa e tediosa. Por meio desta perspectiva
desenvolvemos este trabalho com estudantes da primeira série do ensino médio. De
maneira simples e natural fomos construindo os conceitos de trigonometria, seja na
determinacdo de alturas inacessiveis ou mesmo em situacdes-problema. As
aplicacdes que buscaram a significagcdo da trigonometria no triangulo retangulo
foram abordadas utilizando o espaco fisico da escola. Os objetos auxiliares
utilizados foram do cotidiano dos estudantes, como é o caso da determinacdo do
angulo em que a bola deve ser lancada para que se marque o gol. Tudo isso gerou
muita curiosidade e um fascinio por resolver as situacdes que foram surgindo de
onde ndo imaginavam que poderiam fazer e utilizar matematica. Tais situagbes
levaram as investigacfes e ao encontro com 0 mundo matematico diferente daquele
gue geralmente é transmitido nas salas de aulas, evidenciando o aspecto de
movimento que existe na matematica capaz de contagiar cada sujeito por meio de
um processo enddgeno. Neste trabalho voltamos nosso olhar para o ambiente fisico
escolar e buscamos utiliza-lo como contribuinte no ensino-aprendizagem da
trigonometria no triangulo retangulo, pois, nele pudemos encontrar um campo vasto
de exploracdo e investigacdo, capaz de subsidiar e suprir as necessidades de

recursos demandados para o tratamento da trigonometria.

Palavras-chaves: Trigonometria. Espaco fisico escolar. Atividades investigativas.

Ensino-aprendizagem.



ABSTRACT

We believe that doing mathematics is something beyond the classroom and need not
become a tedious and tiring experience. Through this approach we have developed
this work with students of the first grade of high school. Simply and naturally we were
building the concepts of trigonometry, is the determination of heights inaccessible or
even in trouble. Applications that sought the meaning of the right triangle
trigonometry were addressed using the physical space of the school. Helper objects
used were the daily lives of students. As is the case of determining the angle at
which the ball must be thrown for you to mark the goal. All this has generated a lot of
curiosity and a fascination for resolving situations that arose where they did not
imagine they could do and use mathematics. Such situations have led to
investigations and to meet with the mathematical world than that which is usually
transmitted in classrooms. Showing the appearance of motion in mathematics is able
to infect each subject by means of an endogenous process. In this paper we turn our
gaze to the physical environment of school and seek to use it as a taxpayer in
teaching learning in right triangle trigonometry, for in him we find the vast field of an
exploration and research, able to support and meet the needs for resources required
treatment of trigonometry.

Keywords: Trigonometry. Physical space school. Investigative activities. Teaching

and learning.
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1.INTRODUCAO

Este trabalho apresenta as discussdes e resultados relativos as contribuicdes que a
utilizacdo do espaco fisico escolar pode proporcionar ao processo ensino-
aprendizagem da trigopnometria no triangulo retangulo unido a utilizacdo de
ferramentas auxiliares e atividades investigativas. Embora a trigonometria apresente
inUmeras situacdes e exemplos de aplicacdes interessantes para serem trabalhados
na Educagdo Basica, com raras excegOes € deixada de lado ou no maximo é

apresentada como um amontoado de férmulas como algo pronto e acabado.

Ao iniciarmos nossas atividades docentes percebemos que néo raro os professores
colocavam a trigopnometria como sendo um contetdo de dificil assimilacdo e que
geralmente os estudantes ndo demonstram interesse ou outras vezes justificam o
nao ensino pelo fato de demandar recursos que uma escola publica ndo tem

disponivel.

Ao desenvolvermos conjecturas entre leituras sobre o assunto e a pratica nas
escolas, gerou-se a pergunta: como aplicar a trigopnometria durante o processo de
construcdo do conhecimento nas escolas publicas de Educacdo Basica, com a
inexisténcia de recursos e aplicativos, como por exemplo, software matematicos,
para praticas e verificacdes concretas? Dessa inquietude surgiu o seguinte problema
de pesquisa: o0 espaco fisico escolar pode contribuir para o ensino-

aprendizagem de trigonometria no triangulo retangulo?

No intuito de responder o problema de pesquisa, desenvolvemos nosso trabalho em
dois momentos: o primeiro consistiu numa analise bibliogréfica e o outro em
aplicagbes praticas da trigonometria no triangulo retangulo envolvendo as razdes
seno, cosseno e tangente. Assim, buscamos, além de verificar a viabilidade da
utilizacdo do espaco fisico escolar como contribuinte no processo ensino-
aprendizagem de trigonometria, produzir uma estratégia didatico-pedagdgica que
auxilie professores e estudantes. Outros objetivos consistiram em: propor situacdes
em que os alunos possam significar a trigonometria no triangulo retéangulo e

possibilitar a conciliagdo entre teoria e pratica.
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Portanto, fez-se necessario recorrer a uma metodologia que pudesse nos auxiliar no
desenvolvimento de uma pesquisa experimental. Assim, fizemos uso da metodologia
de Romberg por apresentar conjecturas para um trabalho de campo na area da
Educacdo Matematica. Paralelo a isso buscamos complementar a ideia aqui
enfatizada com autores que apontam condicionantes no processo de construcao do

conhecimento da trigonometria.

Enfim, apresentamos nossas consideracdes sobre esta pesquisa e evidenciamos a
viabilidade do processo ensino-aprendizagem de trigonometria no triangulo

retangulo utilizando o espaco fisico escolar.
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2. AMETODOLOGIA DA PESQUISA

Com a crescente melhoria do ensinar e aprender Matematica nos ultimos anos vem
sendo necessario estudos norteadores na area da Educacdo Matematica. Com esta
finalidade, para que possamos ser conduzidos por um caminho que nos levara a
pesquisar e discutir os processos diversos que a permeiam, tivemos a oportunidade
de nos orientar por uma metodologia que enfatiza pontos estratégicos nesta area, de
modo que sua aplicacdo seja pautada por uma hierarquia de pensamentos sobre o
assunto, tornando o trabalho uma linha de raciocinio em que a cada etapa €

necessaria a reflexdo do processo atual da pesquisa.

A metodologia tem o papel de nortear o trabalho desde a formulac&o do projeto até a
aplicacdo e interpretacdo dos resultados. Assim, foi necessario verificar as
existentes no ramo da Educacdo Matemética de modo a definir qual nos guiara

durante a pesquisa.

Uma vez que a pesquisa aqui esquematizada € do tipo qualitativa, baseada em
aplicacoes, analises, avaliacdes e resultados, decidimos optar pela metodologia de
Romberg, visto que ela apresenta dez etapas que conduzem a pesquisa
perpassando desde a identificacdo do fendmeno de interesse até a interpretacéo e
divulgacao dos resultados para a comunidade académica para, se possivel, reavaliar
algumas deficiéncias caso existam. As etapas que mencionamos foram

conjecturadas durante o planejamento e desenvolvimento do trabalho.

Em seu artigo intitulado “Perspectivas sobre o Conhecimento e Métodos de
Pesquisa” Romberg (2007) procura, além de identificar nas ciéncias sociais as
amplas tendéncias de pesquisa relacionadas ao estudo do ensino e da
aprendizagem em ambientes escolares, resumir a variedade de métodos de
pesquisa utilizados atualmente. Ainda segundo Romberg (2007) é diferenciando a
educacdo de uma disciplina e a entendendo como um campo de estudo com
fendbmenos, problemas e pessoas, que o fez pensar em um caminho mais

envolvente no ato de pesquisar no campo da educacao.

Assim, quando buscamos trabalhar com a Metodologia de Romberg somos levados

a refletir sobre as conjecturas desencadeadas em cada etapa do trabalho, de modo
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a estabelecer uma avaliagcdo concisa, j& que Romberg a determina como processos

gue devem ser construidos. A figura 1descreve o percurso de Romberg.

Figura 1 - Modelo e Percurso de Romberg

I. Fendmeno de 5. Selecionar estratégias
interesse de pesquisa {.a!cm.r
evidencias
R .
= ﬁ'llfjd'_:ln 6. dsclc':mm:; _ 8. Interpretar
preliminar rocedimentos de pesquisa ERTIE
p pesq | cvidéncias
&
-
-
v - l
Fa
1. Relacionar #.-"' 9. Relatar
com idéias ) L* resultados
de outros . L
Fa
,'ll
l #
- .
# 10. Antecipar as
4. Questdes ou agdes dos
conjecturas outros

Fonte: ROMBERG, 2007

Segundo Romberg (2007), o modelo apresentado acima nos permite a interacao
entre fatores tais como a intencdo do pesquisador, as suposicdes, as conjecturas, a
disponibilidade de informacdes, bem como os métodos a serem utilizados no
trabalho. No entanto, apresentamos a ideia de Romberg em cada uma das dez
etapas e delineamos a estrutura metodologica desta pesquisa dentro da metodologia

de Romberg.

2.1 As etapas de Romberg

Na primeira etapa, Romberg propde a identificacdo de um fenbmeno de interesse,
pois afirma que a decisao por querer pesquisar sobre algo é porque nos remeteu a
inquietude sobre como este algo vem refletindo no mundo real e que de fato vem
influenciando no desenvolvimento de um meio especifico na sociedade, que no caso

da educacdo remete ao processo de ensino e aprendizagem. Este fendmeno
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segundo ele, envolve no caso especifico da educacao tanto os alunos e professores
e 0 processo de interacdo entre eles e o envolvimento na construcdo do

conhecimento que se pretende alcancar.

A segunda etapa do direcionamento que Romberg propde, trata da construcao de
um modelo preliminar que o caracteriza como um conjunto de descricbes de
variaveis-chave e as relag6es implicitas entre elas. Assim, seria organizar as ideias
que precisamos estudar, refletir e obter informacbes para tracar estratégias de

pesquisa.

Na terceira etapa, Romberg propde o relacionamento entre o fenbmeno e o modelo
preliminar com as ideias de outros. Enfatiza o entrelacamento da ideia em questao

com as de autores que se enveredaram pelo mesmo caminho.

Na quarta etapa, Romberg prop8e levantamentos de questfes especificas ou uma
conjectura baseada na razdo. Segundo ele, este € o momento crucial do trabalho,
pois aqui devem estar esclarecidas quais as respostas se pretende alcancar para

obter os resultados esperados na pesquisa.

Na quinta etapa, é proposto por Romberg que selecione uma estratégia geral de
pesquisa para coletar evidéncias. Aqui, de acordo com a orientacdo do trabalho
deve-se analisar a metodologia a ser desenvolvida para sua consecucdo. Para esta
etapa é proposto por Romberg que se trabalhe com uma pesquisa de campo ou um

estudo de caso.

Na sexta etapa, Romberg visa selecionar procedimentos especificos. Aqui, ele fala
da coleta de informacBes, do modo a ser trabalhado, de como utilizar das
informagdes no desenvolvimento do trabalho, ou seja, a estruturacdo e a execucao

da pesquisa.

Na sétima e oitava etapa, Romberg propde a coleta de informagcbes para a

construcdo do argumento que se busca atingir e a interpretacéo destas informacoes.

Na nona etapa Romberg propfe a transmissdo dos resultados aos outros
principalmente aos membros da comunidade de pesquisa. Neste momento, acredita-
se ser possivel apresentar os dados do trabalho, seja finalizado ou parciais para, se

necessario fazer alguns ajustes durante o processo.
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Na décima e ultima etapa proposta por Romberg, deve-se antecipar a acao de
outros. E 0 momento onde poderemos reunir com outros pesquisadores e basear-se
de novas ideias para propor talvez um aprimoramento, reavaliacdo, elaboracao de
novos procedimentos. Com isso o objetivo €, além do trabalho ser bem desenvolvido
para amostras de resultados convincentes e favoraveis, torna-lo uma base para
futuras transformacdes que por ventura vierem acontecer no sistema de ensino e

poder utiliza-la para politicas publicas de educacao no pais.

3. NOSSA PESQUISA DENTRO DA METODOLOGIA DE ROMBERG

3.1 Identificando um fendmeno de interesse

Ao desenvolvermos o estudo da trigopnometria enquanto discente da graduacéao foi
possivel perceber como o contetdo pode possibilitar a proximidade do estudante, na
tomada de decisdes em simples acdes que podem desempenhar no dia a dia. Uma
vez que o0 ndo estudo do conteddo enquanto estudantes da Educacao Basica foi um
ponto em comum identificado por nés e por outro lado percebido no ensino nas
escolas nas quais pudemos iniciar a docéncia, buscamos questionar o porqué nao
se tem possibilitado a construcdo eficaz do conhecimento trigpnométrico nessas
escolas. Pensando na amplitude do conteddo trigonometria e analisando as
propostas curriculares para 0 ensino elementar deste ramo, que apontam a
necessidade de o estudante estar apto a criar estratégias pelo menos quanto ao
triangulo retangulo, nos remeteu a inquietude de pesquisar sobre o ensino e
aprendizagem do conteudo firmando o seguinte fenbmeno de interesse: 0 ensino-

aprendizagem de trigonometria no triangulo retangulo.

3.2 Perguntas ou conjeturas

Uma vez identificado o fenbmeno de interesse, fez-se necessario criar estratégias no
processo de ensinar e aprender trigonometria no triangulo retangulo. Compreender
os fatores que permeiam o estudo do contetudo possibilitando o envolvimento do
sujeito na construcdo do conhecimento seria aproxima-lo aos fenbmenos que

desencadeiam as aplicacdes do conteudo. Mas como envolver o estudante num
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processo de aplicagcdo do conteudo sem o auxilio de recursos pedagogicos e
tecnolégicos? Para que exista uma metodologia de ensino que nao se limite na
lousa, mas que possibilite ao estudante envolver em processos similares aos
apresentados nos livros didaticos na forma de “situagdes problema”, em que o
proprio construa estratégias de solucao para situacdes que ele mesmo conjecturou,
seria necessario alternativas de ensino para facilitar o envolvimento do sujeito na
construcdo do conhecimento trigonométrico. Assim, foi necessario estabelecer
conjecturas e definir uma pergunta que fundamentaria o trabalho aqui desenvolvido,
ou seja, pensar em quais alternativas envolveriam diretamente o estudante no
processo. “Levantar questdes ou fazer uma conjectura aceitavel € um passo chave
no processo da pesquisa porgue, enquanto se examina um fenémeno particular,
muitas questdes potenciais inevitavelmente surgem”. (ROMBERG apud HUAMAN
HUANCA, 2006, p.52).

Contudo, decidimos fazer uso das estruturas fisicas da propria escola como
elementos de aplicacdo ao estudar a trigonometria no triangulo retangulo aliada a
construcdo de ferramentas auxiliares para o desenvolvimento do trabalho. Foi
necessario estabelecer a seguinte pergunta de pesquisa: o espaco fisico escolar
pode contribuir para o ensino-aprendizagem de trigonometria no triangulo
retangulo? Foi definido entdo, o objetivo de pesquisa deste trabalho: analisar a
viabilidade de se trabalhar a trigonometria no triangulo retangulo na primeira série do
ensino médio tendo como aporte as estruturas fisicas da escola e ferramentas
auxiliares construidas pelos proprios estudantes como, por exemplo, o teodolito

caseiro e o uso da calculadora.

3.3 Modelo preliminar

Para tanto, foi necessario criar um esquema que nos permitiria delinear e
desenvolver um trabalho de pesquisa sobre o fendmeno de interesse apontado. E o
gue Romberg identifica como modelo preliminar. Por ele, tragcaremos condi¢gbes de

conjecturar todo o processo estrutural da pesquisa.



Figura 2 - Modelo preliminar
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3.4 Relacionar com ideias de outros

De acordo com Huaman Huanca (2006), ao relacionar com ideias de outros, o
pesquisador se depara com quem ja trabalhou sobre o seu fendmeno de interesse,
podendo assumir que as ideias deles podem ser usadas para esclarecer, ampliar ou
até mesmo alterar o modelo preliminar construido. Portanto, fizemos discussdes
conforme os topicos seguintes: ensino-aprendizagem da matematica; historia da
trigonometria e seu ensino-aprendizagem; contribuicbes do espaco fisico escolar no
ensino-aprendizagem da matematica e por fim identificamos nossas

conjecturas/perguntas de pesquisa.

3.4.1 Ensino-aprendizagem da matemaética

Acredita-se que pelo percurso ensino-aprendizagem da matemética chega-se ao

ensino-aprendizagem da trigonometria.

Quanto a matematica, apesar de todos conceberem sua importancia e utilidade cada
vez mais presente em todos os aspectos, é conhecida por seu rigor e complexidade
com relacdo as demais disciplinas. Pela dificuldade que muitos estudantes
apresentam durante sua vida escolar, esta discussdo perpassa principalmente pelo

modelo em que tradicionalmente a matematica é abordada, como afirma Goncalves:

Esta caréncia é o reflexo de uma viséo restrita da finalidade do ensino de
Matematica na Educacdo Basica, voltada estritamente para o ensino de
técnicas/procedimentos e algoritmos para a resolugdo de problemas sem
gualguer conexdo com o contexto sociocultural dos alunos ou, ho maximo,
com pontuais contextualizagdes artificiais. (GONCALVES, 2013, p. 2)

O ensino da matematica desvinculada do saber cotidiano e dos aspectos
socioculturais dos estudantes tem feito com que a mesma pareca sem sentido e até
mesmo sem utilidade, jA que os alunos ndo conseguem relacionar o que aprendem
com os seus afazeres diarios. Dessa forma Onuchic; Allevato (1999) discutem sobre

a importancia do ensino eficiente dessa disciplina:

Muitos esforcos estéo sendo feitos para tornar o ensino da Matematica mais
eficiente. E preciso que muita gente saiba Matematica e a saiba bem.
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Sempre houve muita dificuldade para se ensinar Matematica. Apesar disso,
todos reconhecem a importancia e a necessidade da Matematica para se
aprender o mundo e nele viver. (ONUCHIC; ALLEVATO, 1999, p.213).

Ja Ponte, Brocardo e Oliveira compartiiham da ideia de George Polya (2006) e do
matematico portugués Bento de Jesus Caraga. Para eles a Matematica se mostra
como a ciéncia rigorosa de Euclides, mas também apresenta outro lado, o qual se

configura como uma ciéncia dinamica...

A ciéncia pode ser encarada sob dois aspectos diferentes. Ou se olha para
ela tal como vem exposta nos livros de ensino, como coisa criada, e 0
aspecto é o de um todo harmonioso, onde os capitulos se encadeiam em
ordem, sem contradicdes. Ou se procura acompanha-la no seu
desenvolvimento progressivo, assistir a maneira como foi sendo elaborada,
e 0 aspecto € totalmente diferente — descobrem-se hesita¢bes, dividas,
contradi¢c6es, que s6 um longo trabalho de reflexdo e apuramento consegue
eliminar, para que logo surjam outras hesitacdes, outras dividas, outras
contradic6es (...) encarada assim, aparece como um organismo Vivo,
impregnado de condicdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas
e subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo
entendimento e pela libertacdo; aparece-nos, enfim, como um grande
capitulo da vida humana social. (CARACA apud PONTE, 2009, p.16)

Com esta citacdo percebemos que a matematica pode ser vista para além de seu
rigor, ou da concepgao de uma ciéncia “engessada”. Ela pode ser apreciada a partir
de suas formas, magnitude, beleza e movimento que a criam e a ampliam cada vez

mais.

Ainda quanto a aprendizagem em matematica, Mendes afirma que o conhecimento é
algo dinamico e acontece sempre que o estudante partindo de suas préprias
observacdes investigue e reinvente sua propria realidade:
[...] A produgdo do conhecimento, portanto, pressupde uma criagio
inspirada e inovadora a partir de informacfes construidas, ao longo dos
tempos, pela humanidade sempre numa perspectiva de reinvencdo da

realidade investigada. Nesse sentido o ensinar e aprender se justificam na
pesquisa como meio de se conduzir a producdo cientifica e educativa

eliminando, de forma progressiva, a pratica da copia ou imitag&o. [...]
(MENDES, 2009, p.124)

Neste sentido a matematica € algo intrinseco ao ser e sempre podera ser renovada
a partir de novas praticas. Além disso, seu ensino se define por varios fatores, entre
eles a relagdo entre a prética e a finalidade atribuida por professores e alunos no

processo. Segundo Fiorentini citado por Spacek:

[...] por tras de cada modo de ensinar, esconde-se uma particular
concepcéo de aprendizagem, de ensino, de matematica e de educacéo. O
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modo de ensinar sofre influéncia também dos valores e das finalidades que
o professor atribui ao ensino da matematica, da forma como concebe a
relacdo professor aluno e, além disso, da visdo que tem de mundo, de
sociedade e de homem. (FIORENTINI apud SPACEK, 2012, p. 24).

3.4.2 Historia da trigonometria e seu ensino-aprendizagem

Mas e a trigonometria, 0 que vem a ser esta ciéncia?

Segundo Dante (2005) “devido a sua caracteristica de estabelecer as relacdes entre
as medidas de angulos e segmentos, a trigonometria foi considerada originalmente
como uma extensdo da Geometria”. No entanto, uma definicdo interessante para a
palavra Trigonometria pode ser encontrada neste livio volume Unico para o ensino

meédio, no qual o autor estuda a génese da palavra:

A palavra trigonometria é formada por trés radicais gregos: tri = trés, gonos
= angulos e metron =medir. Dai o seu significado: medida dos tridngulos.
Inicialmente, entdo, a trigonometria era considerada a parte da Matematica
gue tinha como objetivo o calculo das medidas dos elementos de um
triangulo (lados e angulos). (DANTE, 2005, p.187).

Embora a definicho acima nos remeta a apenas calculos, os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 1999) enfatizam “um ensino mais amplo,
ressaltando a importancia de um conhecimento que va além dos célculos e da
memorizacao, mas que seja capaz de construir no estudante um olhar critico que o
permita observar, conjecturar, interpretar, prever e intervir’, ou seja, os PCNs
propéem a formacdo de habilidades e competéncias que sao requeridas para além

da sala de aula.

Essa dinamica do conhecimento pode ser verificada na historia da trigpnometria que
assim como a historia da matematica, nos remete a sua criacdo devido a
necessidades de povos em situagdes diversas, como afirma Carvalho (1992, p.102):
“ela surgiu devido as necessidades da astronomia, a fim de prever as efemérides

celestes, para calcular o tempo e para ser utilizada na navegagao e na geografia”.

Segundo Eves (2011, p.202) “as origens da trigonometria sdo obscuras”. J4 Boyer
(1996), afirma que a criacdo da trigonometria ndo se deu por um homem ou nacao,
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havendo vérias personalidades que contribuiram para que a trigonometria fosse

como ela é hoje.

A trigonometria, como os outros ramos da matemética, ndo foi obra de um
s6 homem - ou nagdo. Teoremas sobre as razdes entre lados de triangulos
semelhantes tinham sido usados pelos antigos egipcios e babilénios. Dada
a falta, no periodo pré-helénico, do conceito de medida de angulo, um tal
estudo seria melhor chamado “trilaterometria”, ou medida de poligonos de
trés lados (trilateros), do que “Trigonometria”’, a medida das partes de um
triangulo . Com o0s gregos pela primeira vez encontramos um estudo
sistematico de relacSes entre angulos (ou arcos) num circulo e os
comprimentos de cordas que se subtendem. As propriedades das cordas,
como medidas de angulos centrais ou inscritos em circulos, eram
conhecidas dos gregos do tempo de Hipécrates, e é provavel que Eudoxo
tenha usado razbes e medidas de angulos para determinar o tamanho da
terra e as distancias relativas do sol e da lua. (BOYER, 1996, p. 108).

Entdo, seguindo os registros da histéria da matematica, vamos encontrar nos

escritos de Eves, a seguinte afirmacao:

E bem provavel que o mais eminente dos astrénomos da Antiguidade tenha
sido Hiparco, que viveu em torno de 140 a. C. Embora se tenha dados de
um equinécio vernal registrado por Hiparco em Alexandria em 146 a. C.,
suas observacdes mais notaveis foram feitas no famoso observatério de
Rodes, importante centro comercial. (...) o comendador Téon de Alexandria
(sec.lV) atribui a Hiparco um tratado em 12 livros que se ocupa da
construgéo de uma tdbua de cordas. (EVES, 2011 p. 202)

Ja Avila, fazendo mencéo a astronomia na antiguidade, fala do fascinio dos seres

humanos pelo espetaculo dos céus, levando a astronomia ao posto de primeira

ciéncia onde a matematica provou sua efichAcia como instrumento adequado a

explicacdo dos fendmenos. E neste contexto atribui a Hiparco o inicio da

trigonometria:

Um dos maiores astronomos da Antiguidade foi Hiparco (190 — 120 a.C),
gue era natural de Rodes. Até sua época os astronomos so utilizaram em
seus trabalhos recursos numéricos e métodos geométricos. Com Hiparco
tem inicio a Trigonometria, que seria um novo e poderoso recurso da
Astronomia, sobretudo a chamada trigonometria esférica. (AVILA, 2010,
p.118).

Além de Hiparco, outros estudiosos e povos também trabalharam com as questdes

relacionadas a trigonometria, aos astros e aos céus, principalmente os hindus, como

afirma Eves (2011), que se consideravam astronomos por natureza e dedicavam

essencialmente a matematica, fazendo desta uma serva da astronomia.
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Embora os hindus tenham tido mérito na astronomia, estes trataram a matematica
em grande parte empiricamente, servindo a fendbmenos do momento. Assim,
raramente apresentavam demonstracdes ou deducdes, além de revestir os trabalhos

com uma linguagem obscura e mistica.

Outro povo que também se destacou foram os arabes. Estes como os hindus,

também se dedicavam bastante a trigonometria, como afirma Eves:

Como os hindus, os mateméticos arabes consideravam- se a si mesmos
primeiramente astrébnomos e assim dedicava interesse consideravel a
Trigonometria. (...) Pode-se creditar a eles a utilizacdo das seis func¢des
trigonométricas e o aprimoramento das formulas de Trigonometria. (EVES,
2011, p.265)

Embora os registros da histéria da matematica evidenciem que assim como a
semelhanca de tridngulos, o tridngulo retdngulo ja era conhecido dos egipcios e
babilénios, esta importante figura geométrica para o estudo da trigonometria, nos
remete a Pitdgoras com o seu teorema “Em todo tridngulo retangulo a area do
qguadrado construido sobre a hipotenusa € igual a soma das areas dos quadrados

construidos sobre os catetos”.

A tradicdo é unanime em atribuir a Pitagoras a descoberta independente do
teorema sobre triangulos retangulos hoje universalmente conhecidos pelo
seu nome — que o quadrado sobre a hipotenusa de um tridngulo retangulo é
igual a soma dos quadrados sobre os catetos. Ja vimos que esse teorema
era conhecido pelos babilénios dos tempos de Hamurabi, mais de um
milénio antes, mas sua primeira demonstracao geral pode ter sido dada por
Pithgoras. (EVES, 2011, p. 103)

E reserva a Tales, filosofo grego da antiguidade, as primeiras nocfes de

semelhancas de triangulo:

O filésofo grego Tales de Mileto (640 — 549 a.C) demonstrou que entre 0s
lados correspondentes de dois triangulos semelhantes sempre havera a
mesma relagcdo, independente do comprimento desses lados. Pela
determinacdo da razdo de semelhanca entre triangulos reténgulos, Tales
efetivou a medicdo da altura de objetos por meio de sua sombra. Por volta
de 600 a.C., Tales estava no Egito e foi chamado pelo Faraé para calcular a
altura de uma piramide. Com uma vara fincada no solo, esperou 0 momento
solar em que o comprimento da sombra da vara no chdo medisse a sua
altura. Ent&o, pediu que medissem imediatamente a sombra da piramide.
Ao comprimento da sombra, foi somada metade da medida da base da
piramide, pois sendo muito grande, escondia parte da sombra. Assim, Tales
demonstrou que a altura da piramide € igual a sua sombra mais a metade
da base. (MENDES apud FORTES, 2012, p. 16).
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by

Outras contribuicbes importantes a trigonometria foram dadas por notaveis

astrbnomos como:

Eratostenes — segundo os escritos de Avila (2010), foi um sabio de Alexandria, era
natural de Cirene, mas passou grande parte de sua vida em Atenas, antes de vir a
morar em Alexandria. Foi ele quem fez o célculo do raio da Terra mais célebre da

antiguidade.

Ptolomeu — Claudio Ptolomeu foi o dltimo grande astrénomo da antiguidade. Sua
famosa obra, o Almagesto, inclui, além de suas contribui¢cdes proprias, as de seus
varios predecessores. Pelos fatos historicamente registrados sobre Ptolomeu, infere-
se que ele teria vivido por volta do ano 150 de nossa era. Entre outros feitos,
Ptolomeu propés um método bastante engenhoso e simples para calcular a distancia

da Terra a Lua.

Aristarco — Aristarco de Samos (310 — 230 a.C.), como mencionado por Avila
(2010), foi um ilustre astrbnomo da antiguidade que deixou importantes
contribuicdes como o livro sobre o célculo das distancias da Terra a Lua e ao Sol,

bem como sobre o tamanho desses dois corpos celestes.

Avila em (BRASIL, 2004) falando sobre a trigonometria coloca o poder da mesma na
antiguidade, com a qual se podia medir o tamanho do Sol e da Lua, séculos antes
de Cristo. Ele enfatiza que foram usadas ideias que sdo muito simples e geniais as
quais deveriam servir de inspiracdo para o ensino desta disciplina, no entanto até

algum tempo elas nem apareciam nos livros da Educacao Basica.

A astronomia, que é a mais antiga das ciéncias, oferece excelentes exemplos
de aplicagBes simples e interessantes de fatos geométricos elementares, que
muito bem respondem ao “pra que serve” do aluno, estimulando ainda mais
sua curiosidade cientifica e ajudando-o a bem entender o papel da
Matematica como instrumento da ciéncia aplicada. (BRASIL, 2004, p. 167)

Diante dos fatos histéricos que ajudaram na criagdo e aprimoramento da

trigonometria, faz-se necessario discutir algumas questdes relacionadas ao ensino-
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aprendizagem, entre eles as investigagcbes e as contribuicdes do espaco fisico

escolar, buscando analisar aspectos que colaborem para o estudo da trigonometria.

3.4.3 Contribuicdes do espaco fisico escolar no ensino-aprendizagem da

matematica.

Ja ndo fazem experiéncias porque as pernas cansadas perderam até a
lembranca da montanha que, ha ndo muito tempo, escalavam com audéacia
triunfante, porque iam sempre além das ordens e das prescricdes dos que
se dedicavam a regular a ascensao em vez de vivé-la. Instalaram-se
confortavelmente na planicie, toda marcada de estradas e de barreiras,
pretendendo julgar, segundo a sua propria medida, a ousadia das
montanhas cujas agulhas parecem desafiar o azul. (FREINET apud COSTA,
2011, p. 46).

Como mencionado por Freinet, falta ao ensino atual as experiéncias, o que néo é

diferente no estudo da matematica que se apresenta cada vez mais abstrato, e seu

ensino muitas vezes superficial, € quase incapaz de chamar a atencdo dos

estudantes. A esse respeito, Nunes e outros no livro intitulado “Na vida dez, na

escola zero” discute esse distanciamento e propdem o uso de materiais concretos e

do cotidiano dos estudantes.

[...] O conjunto de situacbes usado na escola para a aprendizagem dos
conceitos pode ser restrito ou amplo, dependendo da pratica pedagégica
efetiva de cada professor. No entanto, essas situacbes estdo sempre
distanciadas das praticas diarias. Nao resolvemos um problema sobre
dinheiro na escola usando dinheiro. N&o resolvemos um problema de cortar
um pedaco de arame em partes iguais, medindo e cortando. N&o
resolvemos uma divisdo de bolinhas de gude entre criancas, distribuindo
bolinhas de gude. [...] (NUNES; CARRAHER; SCHLEIMANN 2012, p.68).

Nesse sentido, ao observar as Orientacdes Educacionais Complementares aos

Parametros Curriculares Nacionais para o ensino de trigonometria percebe-se o foco

em um ensino dindmico que priorize os temas fundamentais, os quais podem ser

trabalhados em situacdes-problema e de forma pratica.

O que deve ser assegurado sdo as aplicacbes da Trigonometria na
resolugdo de problemas que envolvem medig6es, em especial o calculo de
distancias inacessiveis e para construir modelos que correspondem a
fendmenos periodicos. Dessa forma, o estudo deve se ater as fungdes
seno, cosseno e tangente com énfase ao seu estudo na primeira volta do
circulo trigopnométrico e a perspectiva histérica das aplicacdes das relacbes
trigonométricas. Outro aspecto importante do estudo deste tema € o fato
deste conhecimento ter sido responsével pelo avango tecnologico em
diferentes épocas, como € o caso do periodo das navegacdes ou,
atualmente, na Agrimensura, 0 que permite aos alunos perceberem o
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conhecimento matematico como forma de resolver problemas que os
homens se propuseram e continuam se propondo. (BRASIL, 2000, p. 122)

Como observado na consideragdo acima, 0 ensino da trigopnometria deve provocar
reflexdes sobre as préaticas pedagogicas, caracterizando o verdadeiro papel da
educacdo. Assim é o desejo de criar, pela educacdo, um cidadao critico, um ser
pensante que seja senhor e ndo escravo das circunstancias, que tenha autonomia e
seja capaz de aplicar seus conhecimentos na melhoria de suas vidas e da
sociedade. Pensando nesta educacdo mais qualitativa que quantitativa, Ponte

enfatiza a importancia do carater investigativo nas aulas de Matemética:

0 conceito de investigacdo matematica, como atividade de ensino-
aprendizagem, ajuda a trazer para sala de aula o espirito da atividade
matematica genuina, constituindo, por isso, uma poderosa metafora
educativa. O aluno é chamado a agir como um matematico, ndo sé na
formulacdo de questbes e conjecturas e na realizacdo de provas e
refutagbes, mas também na apresentacdo de resultados e na discusséo e
argumentacdo com 0s seus colegas e o professor. (PONTE, 2009, p.23).

A proposta de trabalho para o tratamento da trigonometria no triangulo retangulo
assume caracteristicas investigativas do espaco fisico escolar. Assim, cada
situacdo-problema sera colocada aos estudantes de forma que juntos vao se
apropriando dos recursos presentes em seu contexto e utilizem das habilidades
adequadas para entdo solucionar o problema proposto, tornando ndo s6 mais efetivo
o conhecimento como também mais significativo. Como nos lembra D’Ambrésio
(1996), “a maneira como aprendemos, que (re) elaboramos o conhecimento e
matematizamos, também esta ligada ao contexto sociocultural ao qual fazemos
parte.” E nessa abordagem que Fainguelernt citando Hershkowitz (1999), diz sobre a
visualizacdo de elementos do espaco fisico escolar que aqui se caracterizam como

objetos de estudo:

O ensino de geometria parte da visdo da mesma como exploracdo e
descricdo do espago, trabalhando concretamente no espaco real e
realizando diferentes atividades que desenvolvem a visualizagéo, a intui¢ao,
a percepcao e a representacdo, além de permitir que o aprendiz realize a
passagem do espaco real para 0 espacgo teérico, chegando a visdo da
geometria como uma estrutura légica (HERSHKOWITZ apud
FAINGUELERNT, 1999, p.51.)

E D’Ambrésio (1986), em seu livro “Da realidade a agéo: reflexdes sobre educagéo e

matematica” nos diz da espontaneidade da matematica ao afirmar:
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(...) Isto nos conduz a atribuir a matematica o carater de uma atividade
inerente ao ser humano, praticada com plena espontaneidade, resultante de
seu ambiente sociocultural e consequentemente determinada pela realidade
material ha qual o individuo esté inserido. (D’AMBROSIO, 1986, p.36)

Tais ideias fazem pensar na riqueza do ambiente que nos cerca, enumerando
guantas sdo as possibilidades de problematizar os conteidos a serem ensinados e

guantas séo as possibilidades de investigacdes que podem ser exploradas.

3.5 Identificacdes das conjecturas/perguntas de pesquisa

Concordando com as ideias colocadas e partindo de topicos da historia da
trigonometria, discutiremos a contribuicdo do espaco fisico escolar no processo de
ensino-aprendizagem da trigonometria no triangulo retangulo por meio de problemas
curiosos e intrigantes. Uma vez que a analise historica nos convence que as maiores
descobertas surgiram de curiosidades e problemas que intrigavam estudiosos no
passado, assim questionamos: a trigonometria esta sendo ensinada a partir de
questbes interessantes e curiosas como aquelas apresentadas no passado? E
possivel com os recursos do espaco fisico escolar tornar as aulas de trigopnometria
no triangulo retangulo mais interessantes? Que estratégias de ensino devem ser
pensadas para facilitar a aprendizagem e a resolucdo de situacGes-problema que

envolvam as razdes trigopnométricas no triangulo retangulo?

3.6 Selecionando estratégias e procedimentos de pesquisa

Segundo Romberg apud Huaman Huanca (2006):

[...] a decisdo sobre que métodos utilizar decorre diretamente das questdes
selecionadas, da visdo do mundo onde as questdes estdo situadas, do
‘modelo preliminar’ que foi construido para explicar o ‘fendbmeno de
interesse’, e das conjecturas que se faz sobre a evidéncia necessaria.
(ROMBERG apud HUAMAN HUANCA, 2006, p. 56)

De maneira geral, as estratégias e procedimentos esclarecem os procedimentos
metodoldgicos do trabalho, desde o fendmeno de interesse até a apresentacao e
interpretacdo dos resultados. Assim, definido por pesquisar a viabilidade do espaco

fisico da escola como contribuinte no processo ensino-aprendizagem de
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trigonometria no tridngulo retangulo, o trabalho estruturou-se nos aspectos

apresentados a seguir.

3.6.1 Apresentacdo da proposta a escola pretendida

Foi escolhida a Escola Estadual “Josefina Pimenta” localizada no municipio de Séo
Joao Evangelista/MG, para o desenvolvimento da pesquisa. A escola trabalha com
aproximadamente 1100 estudantes divididos entre os anos finais do ensino
fundamental e médio. ApOs apresentarmos a proposta de pesquisa a escola,
definimos a primeira série do ensino médio para a execucao do trabalho por ser
proposto pelo Curriculo Basico Comum (CBC) do estado de Minas Gerais, “que se
trabalhe o conteddo nesta etapa do ciclo médio de educacdo” (MINAS GERAIS
2007).

3.6.2 Escolha dos alunos participantes da pesquisa:

A escolha dos alunos foi feita através da: proposta de um curso preparatorio para o
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) com relacdo a um contetdo especifico da
matematica feita nas trés turmas da primeira série do ensino médio, de modo que o0s
estudantes demonstrassem interesse em participar do trabalho. A expectativa foi de
dez (10) estudantes por turma de modo a formar uma turma completa, o que foi

conseguido, a principio com sucesso.

3.6.3 OrientacBes sobre a dinamica do trabalho

Apresentamos as orientagfes da dindmica do trabalho, aplicamos um questionério
com o objetivo de analisar a relagdo dos estudantes com a matematica e com o

conteudo de trigonometria e definimos estratégias para os encontros.

3.6.4 Etapas de aplicacao
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Foi organizado na forma encontros cada um com duas aulas seguindo a mesma

guantidade estipulada para a disciplina de Matematica da escola, uma vez que a

proposta é analisar a viabilidade do trabalho durante a quantidade de aulas

semanais definidas para se trabalhar a trigonometria em sala de aula. A organizacao

das aulas nos encontros seguiu da seguinte maneira:

1.

Aplicacdo de um questionario aos estudantes envolvidos na pesquisa
com objetivo de identificar seus conhecimentos sobre a trigopnometria

no triangulo retangulo;

. Abordagem historica da trigonometria;

Reconhecimento do ambiente externo e buscar identificar nele os
elementos favoraveis para a verificacdo dos resultados demonstrados
em sala, produzir textos em Matematica constando o que pode ser
utilizado ou ndo no ambiente e propor discussdes e conclusdes das
variaveis de trabalho;

Abordagem geral sobre definicdo de triangulo, condi¢do de existéncia e
classificacao;

Abordagem geral de semelhanca de triangulos: demonstracdo dos
principais casos (AA, LAL, LLL) e demonstracdo do Teorema de
Pitagoras;

Conjecturas de estratégias para o célculo de medidas inacessiveis de
elementos do espaco fisico da escola

Reconhecimento o seno, 0 cosseno e tangente como razbes de
semelhanca e as relacdes entre elas;

Demonstracdo e célculo do seno, o cosseno e a tangente dos arcos
notaveis (30°, 45° e 60°);

Construcdo de um teodolito caseiro para ser utilizado durante as aulas

de aplicacdo e providenciar materiais complementares;

10.Utilizacdo dos conhecimentos sobre as razbes trigonométricas no

triangulo retadngulo e semelhanca de triangulos para estimar o calculo

de medidas inacessiveis;

11.Verificagdo de resultados para medidas acessiveis supostas nas

situagdes como “medidas inacessiveis”;

12.Situacbes em sala: exercicios propostos nos livros didaticos sobre o

conteudo trabalhado;
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13.Avaliacdo quantitativa: questbes abertas e fechadas com relagdo ao
conteudo trabalhado;
14.Avaliacdo qualitativa: opinides dos estudantes sobre a dinamica de

aulas desenvolvidas durante o desenvolvimento da pesquisa.

3.7 Coletando evidéncias

A coleta e interpretacdo de evidéncias perpassaram o desenvolvimento deste
trabalho e foram todas delineadas pelos pesquisadores na descricdo da aplicacao,
de modo a responder e concluir a pergunta de pesquisa: o espaco fisico escolar
pode contribuir para o ensino-aprendizagem de trigonometria no triangulo

retangulo? No entanto, as apresentamos a seguir.

3.7.1 Aplicacado da Pesquisa

Apés apresentar as discussfes de autores que tratam do processo ensino-
aprendizagem da Matematica e sistematizar suas ideias & construcdo dos
conhecimentos trigonométricos e propor discussfes quanto ao uso do ambiente
externo, buscamos como significar na proposta a trigonometria no triangulo
retangulo. Para tanto, tivemos como aporte o uso do espaco fisico da escola e
ferramentas complementares que auxiliaram na construcdo do conhecimento
trigopnométrico. Esta foi uma etapa minuciosa do trabalho, pois a partir dos
resultados obtidos é que levantamos as consideracdes acerca da viabilidade ou nédo
do uso desta metodologia no processo de constru¢do do conhecimento, sobretudo
ao mediar a aprendizagem da trigopnometria no triangulo retadngulo nas escolas

publicas de Educagéo Basica.

O desenvolvimento da proposta foi executado com estudantes da primeira série do
ensino médio da Escola Estadual Josefina Pimenta, na cidade de Sao Joédo
Evangelista/MG. A primeira série do ensino médio foi escolhida pelo fato do
Curriculo Basico Comum (CBC) do estado de Minas Gerais — MG propor o ensino do

conteldo nesta etapa do ciclo médio de educacéo.
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[...] reconhecer o seno, o cosseno e a tangente como razdes de semelhanga
e as relacdes entre elas, resolver problemas que envolvam as razfes
trigonométricas: seno, cosseno e tangente e calcular o seno, cosseno e
tangente de 30°, 45° e 60°. (MINAS GERAIS, 2007, p. 48).

O trabalho seguiu na forma de encontros equivalente a duas aulas de 50 minutos de
duracdo. O primeiro momento aconteceu com uma aula que teve como objetivo a
aplicacdo de um questionario que buscou apontar e analisar a relagéo do estudante
com a matematica e com o contetdo de trigonometria para assim tracar ao final,
uma comparacao do aprendizado quanto ao conteudo trabalhado e sua visdo da
matematica. Dos trinta (30) estudantes que manifestaram interesse em participar do
trabalho, vinte e quatro compareceram no primeiro encontro para responder o
questionario. A faixa etaria dos estudantes é entre quinze e dezoito anos. Os
graficos de 1 a 16 a seguir apresentam o0s resultados quantitativos das

interpretacdes obtidas pela analise do questionario.

Grafico 1 — Quantitativos de estudantes

W Qantidade de estudantes B Responderam o questionario Ausentes
30
24
6
Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa

3.7.1.1 Analise especifica do questionario

A relagcdo com a matematica
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Questédo 1) Vocé considera importante estudar Matematica?

Grafico 2 — Considera Importante estudar Matemética

ESIM ENAO m=NAO OPINARAM

20

Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa

Questédo 2) Com relacao a resposta do item anterior explique o porque?

Grafico 3 — Atribuicdo da Importancia de estudar Matematica

M Resposta realacionada a
questdes profissionais

M Resposta realacionada a
questdes do dia a dia

= Ndo considerou importante
estudar Matematica

B Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa



Questédo 3) Vocé utiliza a Matemética no seu dia a dia?

Gréfico 4 — Utilizacdo da Matemética no dia a dia

m Utilizagdo da Matematica no dia a dia

> @
o

SIM N

Fonte: Dados da pesquisa

Questao 4) Em quais situacdes voceé a utiliza?

Grafico 5 — Situacfes nas quais utiliza a Matematica

M Escola, supermercado, casa e
jogos
B Trabalho

m Qutros

B Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa
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Questédo 5) Em quais situacdes vocé acredita utilizar?

Grafico 6 — Situacfes em que acredita utilizar a Mateméatica

W Situagdes do dia a dia

4%
B Exames de Enem, Vestibulares
e Concursos

w Ndo souberam

B Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa

Questéo 6) Qual seria sua auto avaliagdo na disciplina de Matematica?

Gréfico 7 — Auto avaliacdo na disciplina de Matematica

B Ruim

M Regular
[ Bom

m Otimo

¥ Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa
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Questdo 7) Como vocé gostaria que fosse o ensino de Matematica?

Grafico 8 — O ensino de Matematica para os estudantes

B Menos complicado

W Mais interessante, dindmico,
interativo

m Estou satisfeito com o ensino

M Aplicado a situagdes do dia a
dia

® Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa

Questéo 8) Dos conteudos estudados até hoje, com quais vocé mais se identificou?

Grafico 9 — Afinidade de contetdos pelos estudantes

B Progressoes

B Geometria

W Equacgdes

W Quatro operagdes
B Nenhum

® Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa
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Questdo 9) Vocé acredita que a tentativa de aproximar o ensino da Matematica a

situacdes do dia a dia tornaria mais prazeroso o seu estudo nas escolas?

4%

mSIM
mNAO

m Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa

A relacdo com o conteudo

Grafico 10 — Estudar Matematica seria mais prazeroso se aplicado ao dia a dia

Questédo 10) Das opcgdes abaixo apenas UMA trata diretamente do calculo de

medidas de angulos e lados e suas relagées em um triangulo. De acordo com seus

conhecimentos qual das op¢des vocé acredita ser a correta?
a) Matrizes e Determinantes
b) Conjuntos Numéricos
c) Trigonometria

d) Métodos de Contagem



Gréafico 11 — Conteudo que trata do calculo de medidas inacessiveis

B Matrizes e Determinantes ® Conjuntos Numéricos m Trigonometria

B Metodos de Contagem W Ndo responderam

17

Quantidade de
respostas

Fonte: Dados da pesquisa

Questao 11) O que vocé entende por TRIGONOMETRIA?

Gréfico 12 — Conhecimentos sobre trigonometria

B Medir Tridngulos M Estudo do Metro ™ Figura Geométricas

B Medida de Angulo M N3o souberam B Ndo responderam

12

Quantidade de respostas

Fonte: Dados da pesquisa
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Questdo 12) Vocé ja ouviu dizer ou j& estudou sobre a trigonometria no triangulo

retangulo?

Grafico 13 — Conhecimento sobre trigonometria no tridngulo retangulo

ESIM ®ENAO = Nio responderam

Quantidades de respostas

Fonte: Dados da pesquisa

Questao 13) Ainda que ndo tenha estudado, vocé saberia dizer o porqué da

trigonometria no triangulo retdngulo?

Gréfico 14 — Porqué da trigonometria no triangulo retangulo

B N3o souberam

B Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa



Questdo 14) Vocé sabe o que é um triangulo retangulo?

Grafico 15 — Definicdo de tridngulo retangulo

B Formados por dois lados iguais
e um diferente na divisdo de
um retangulo

M Possui angulos retos

w Ndo souberam

H Ndo responderam

Fonte: Dados da pesquisa

Questao 15) Como vocé gostaria de estudar a Trigonometria?

Grafico 16 — Como os estudantes gostariam de estudar a Trigonometria

M 2) Com situacdes préticas, fora
da salade aula

M b) Somente dentro de sala, sem
situagOes praticas

1 ¢) Ndo sei responder

Fonte: Dados da pesquisa
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Uma discussao detalhada sobre os dados apontados na interpretacdo das questdes

acima sera apresentada nas consideracoes finais deste trabalho.

3.7.1.2 Primeiro encontro

Iniciamos com as orientacbes do conteudo de Matematica proposto para se
trabalhar neste nivel de ensino. Explicamos que a proposta é trata-lo além da sala
de aula de modo que envolvam experiéncias praticas afim de extrair conclusdes a
respeito de como este ramo da Matematica é aplicado a situacbes do dia a dia.
Também esclarecemos sobre alguns assuntos como o envolvimento no trabalho, a

disciplina e assiduidade.

A seguir, os pesquisadores foram com os estudantes para o patio principal da escola
para um primeiro contato com os possiveis elementos de aplicacdo, embora esses
ainda ndo soubessem qual conteudo seria tratado. Ao observarem as estruturas
fisicas da escola, bem como os elementos que a compde, foram instigados a
evidenciar qual seria o conteddo matematico que fosse passivel de desenvolvimento
a partir destes elementos. Foram unanimes em mencionar a Geometria, pois é facil
identificar as figuras geométricas formadas nas estruturas que compde a construcao
da escola. Por exemplo, a estrutura de sustentacdo do telhado principal do patio é
formada por dois triangulos retangulos congruentes de altura comum aos dois, de
modo que para reforcar ainda mais a estrutura formaram-se novas figuras cuja
visualizacdo € claramente possivel. A exemplo disso é possivel destacar
quadrilateros, outros triangulos retdngulos semelhantes aos dois principais, porém
de areas menores e triangulos quaisquer. As Figuras 3 e 4 apresentadas a seguir

mostram respectivamente a cobertura do patio e o modelo geométrico.



Figura 3 — Cobertura do patio principal da escola

Fonte: Fotos dos autores

Figura 4 — Modelo geométrico do telhado do patio

anxin

PREOW, 6084 LR fOR

Fonte: SILVA, 2013
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Explorando um pouco mais a conversa, solicitamos que falassem sobre novos
elementos do espaco fisico, mas que ndo se limitassem apenas em identificar as
figuras geométricas, mas que tentassem fazer alguma analogia quanto a um
possivel trabalho de aplicagdo com tais estruturas. Observamos dificuldades quanto
a esta questdo e, no entanto citamos outros elementos do ambiente externo, como
por exemplo, as arvores existentes neste espa¢co, como mostrado na Figura 5.
Novamente foram instigados sobre qual trabalho seria possivel desenvolver com

relagdo aquelas arvores.

Figura 5 — Arvores do espaco fisico da escola

Fonte: Fotos dos autores

Neste momento, foram recordados sobre uma questdo proposta no questionario
aplicado, que, como ja dito, teve como objetivo analisar a relacdo dos estudantes
com a matematica e com o conteudo especifico de trigopnometria. A pergunta de
namero onze foi a seguinte: o que vocé entende por trigonometria? Pela andlise
guantitativa apresentada anteriormente pelo Gréafico 12 percebemos que a maioria
nao apresentou conhecimentos satisfatorios sobre o que é trigonometria.
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Assim, apresentamos a trigonometria como proximo conteddo a ser trabalhado e

introduzimos seu estudo com um breve aspecto historico e definicbes etimoldgicas.

3.7.1.2.1 Um pouco da histéria da trigpnometria

De acordo com Dante (2005) a palavra Trigonometria vem de tri (trés), gonos
(dngulos) e metron (medida) e € um ramo da Geometria no qual se estudam
meétodos para calcular medidas de lados ou angulos de um triangulo, a partir de
algumas informacdes desse triangulo. Segundo Mendes citado por Fortes (2012) “a
necessidade de relacionar medidas de distancia com angulos levou diferentes

povos, como babilénios, gregos, arabes e hindus, a descobrirem a Trigonometria”.

Os triangulos retangulos sdo essenciais para o estudo da Trigonometria.
Remetem a Pitagoras e seu famoso teorema. Acredita-se que Pitagoras
adquiriu seus conhecimentos com 0s agricultores egipcios, chamados de
esticadores de cordas, pois assim demarcavam as margens do rio Nilo.
(MENDES apud Fortes, 2012, p. 15).

Em 2000 a.C, os egipcios ja tinham conhecimentos sobre o triangulo retangulo.
Babildnios e egipcios sabiam varios teoremas sobre razdes entre lados de triangulos

semelhantes, porém ndao dominavam a teoria matematica.

Foram os gregos que iniciaram os estudos de sistematizacdo tedricos,
formando as bases de conhecimentos da Trigonometria. O fildsofo grego
Tales de Mileto (640 — 549 a.C) demonstrou que entre os lados
correspondentes de dois triangulos semelhantes sempre havera a mesma
relacdo, independente do comprimento desses lados. Pela determinagéo da
razdo de semelhanca entre triangulos retangulos, Tales efetivou a medicéo
da altura de objetos por meio de sua sombra. Por volta de 600 a.C., Tales
estava no Egito e foi chamado pelo Fara6 para calcular a altura de uma
piramide. Com uma vara fincada no solo, esperou o0 momento solar em que
o comprimento da sombra da vara no chdo medisse a sua altura. Entdo,
pediu que medissem imediatamente a sombra da pirdmide. Ao comprimento
da sombra, foi somada metade da medida da base da pirdmide, pois sendo
muito grande, escondia parte da sombra. Assim, Tales demonstrou que a
altura da piramide é igual a sua sombra mais a metade da base. (MENDES
apud FORTES 2012, p. 16).

A Figura 6 mostra o procedimento desenvolvido por Tales de Mileto (600 a. C) para

calcular a altura da piramide usando a projecdo da sombra.
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Figura 6 — Tales de Mileto determinando a altura da piramide

i .
S e ——

] P H -u—._w,..__f
172 base somnbra s pirdmige | 1ombra da ssteca

Fonte: MENDES, 2009

Hogben citado por Fortes (2012) diz que “[...] a cidade de Alexandria foi polo cultural

da Antiguidade e importante marco para a histéria da Trigonometria. La viveram
Aristarco de Samos (310 — 250 a.C.) e Hiparco de Nicéia (275 — 194 a.C)".

Aristarco fez a primeira estimativa das distancias relativas do sol e da lua
em relagdo a Terra. Hiparco fez a estimativa da circunferéncia da Terra e
construiu a primeira tabua trigpnométrica e a usou para calcular a distancia
da Terra a Lua. (HOGBEN apud FORTES 2012, p. 16).

O procedimento feito pelos mateméticos Aristarco e Hiparco é mostrado na Figura 7.

Figura 7 — Modelo de Aristarco e Hiparco

SOL

LUA

TERRA

Fonte: MEDEIRQOS, 2012
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Contudo, proporcionamos aos estudantes conhecer sobre um ramo da matematica
considerado de grande valia a situacdes praticas do dia a dia e suas contribuicdes

em outras areas como a Engenharia.
3.7.1.2.2 Retomando a discusséo

ApOs enfatizarmos um pouco da histéria da trigonometria, explicamos que seu
estudo se evidencia em trés momentos: no triangulo retadngulo, num triangulo
qualquer e na circunferéncia. E que aprofundariamos o seu estudo, com relacédo ao
tridangulo retdngulo e que o trabalho estaria voltado ao calculo de medidas
inacessiveis e de angulos com relacdo a um triangulo retdngulo como o feito por
Aristarco (310 — 250 a.C) e Hiparco (275 — 194 a.C). Instigamos uma discussao
sobre a pergunta quatorze do questionario (Grafico 15): o que é um triangulo

retangulo?

Pela analise dos resultados, € possivel identificar que apenas oito por cento da
turma tem algum conhecimento da classificacdo de um triangulo quanto aos seus
angulos e que dezessete por cento demonstraram algum conhecimento quanto aos
seus lados. Aproveitamos a oportunidade para trabalhar a condi¢cdo de existéncia e
a classificacdo de um triangulo: quanto aos lados (is6sceles, escaleno e equilatero)

e guanto aos angulos (agudo, reto e obtuso).

O que é um triangulo?
Segundo Dante (2011), triangulo € um poligono formado por trés segmentos de
retas que se cruzam duas a duas, formando trés vértices, trés angulos internos e

trés lados.

Figura 8 - Triangulo

7 - \‘

Fonte: MIRANDA, 2013
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Poligono € uma linha fechada formada apenas por segmentos de reta que néo se

cruzam no mesmo plano (DANTE, 2011).

Condicéo de existéncia de um tridngulo

Para construir um triangulo € necessario que a medida de qualquer um dos lados
seja menor que a soma das medidas dos outros dois e maior que o valor absoluto da

diferenca entre essas medidas (MIRANDA, 2013).

Figura 9 — Condicédo de existéncia de tridangulos

C

|b—cl=a<b+c
la —c|l<=b<a+c

la—bl<c<a+b

Fonte: MIRANDA, 2013

Exemplo:

Figura 10 — Exemplo de existéncia de triangulos

B

10

14-8<10<14 +10
14-10<8<14+10
10-8<14<10+8

Fonte: MIRANDA, 2013
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Classificacao dos triangulos

De acordo com Dante (2011), a classificagdo dos triangulos pode ser quanto a
medida de seus lados e quanto a medida de seus angulos.

Quanto a medida de seus lados:
Equilatero: trés lados iguais
Isésceles: dois lados iguais

Escaleno: trés lados diferentes

Figura 11 — Classificacao de triangulos

Fonte: CLASSIFICACAO DOS..., 2012

Quanto a medida de seus angulos

Retangulo: quando possui um angulo reto (dngulo com medida igual a 90°)

Acutangulo: quando possui os trés angulos agudos (angulo com medida menor que
90°)

Obtusangulo: quando possui um angulo obtuso (dngulo com medida maior que 90°)
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Figura 12 — Classificacao dos tridangulos

Fonte: CLASSIFICAGAO DOS..., 2012

Assim:

e Num triangulo retdngulo o lado oposto ao angulo reto (90°) é chamado de

hipotenusa e os outros dois lados sé@o os catetos deste tridangulo

Figura 13 — Classificagdo de triangulos

~ ~

Hipotenusa

Fonte: CLASSIFICACAO DOS..., 2012
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3.7.1.2.3 Identificando elementos no espaco fisico da escola

Como ultimo momento do segundo encontro, os estudantes foram convidados a
percorre 0 espaco da escola para que pudessem identificar elementos favoraveis a

serem trabalhados ao estudar a trigonometria no triangulo retangulo.

O primeiro ponto em que concentramos foi no espago encoberto da escola onde

existem algumas arvores e uma quadra como mostra a Figura 14.

Figura 14 — Estudantes identificando elementos no espaco fisico da escola

AT 5 e
Fonte: Fotos dos autores

Neste momento o0s estudantes foram indagados sobre uma possivel medida
inacessivel existente. Uma estudante questiona sobre o que é uma medida

inacessivel que entanto a definimos como:

Medida inacessivel, segundo o dicionario Bechara é “um adjetivo e se refere ao que
nao se pode ter acesso”. (BECHARA, 2011, p. 720)

Assim que conversamos um pouco sobre medida inacessivel, os estudantes
perceberam que a altura de algumas arvores existentes no espago realmente séo
medidas inacessiveis quando ndo se dispbe de recursos mais complexos para
verificacdo de tais medidas. Neste momento, uma estudante pergunta se é possivel
medir a altura sem que se suba na arvore. Explicamos a eles que uma das

alternativas é a utilizacdo da trigonometria. Aproveitamos para instiga-los sobre a
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seguinte questao: como proceder para encontrar a altura da &rvore utilizando os
conceitos de trigonometria? Obtivemos respostas tais como: “é necessario utilizar
o tamanho de uma pessoa e contar quantas vezes 0 seu tamanho daria a altura da
arvore”. Percebemos que a ideia da estudante ia de encontro a questédo da projecéo
da sombra utilizada por Tales de Mileto (600 a. C) para determinar a altura da
piramide. Desta maneira, a estudante fazia mencdo a semelhanca de triangulos,
porém nao conseguindo explicar com tais relacdes. Uma situacdo como sugerida é

apresentada na Figura 15.

Figura 15 — Situacao pela projecdo da sombra

0,80 m

Fonte: LIMA, 2013

No entanto, ao avancar as discussdes, outra estudante mencionou com suas
palavras exatamente a ideia desenvolvida pelo matematico, mas sem fazer relacéo a
semelhancga de tridngulos: “é s6 medir a sombra da arvore, pois podemos usar a

sombra para medir o tamanho de uma determinada coisa usando a trigonometria”.

Explicamos as ideias utilizadas pelo matematico Aristarco (310 — 250 a.C.) para
calcular a distancia da terra a Lua e ao Sol e por Talles de Mileto (600 a.C.) para o
calculo da altura de uma piramide, medindo as sombras projetadas e fazendo
relacdes a triangulos semelhantes através de medidas acessiveis, como mostrado

nas Figuras 6 e 7 .
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Como nao haviamos ainda teorizado as relacdes de semelhanca justamente porque
o objetivo ndo era o de trabalhar, neste momento, com calculos de medidas
inacessiveis usando semelhancas, e sim as razdes trigopnométricas no triangulo
retangulo, langamos outro questionamento: qual seria outra alternativa para
encontrar a altura da arvore sem usar a projecdo da sombra? Geramos uma
situacdo problema que a identificamos como situacdo 1 sendo a abertura para o
trabalho de aplicacdo. Como ainda fosse necessario identificar outros elementos do

espaco fisico optamos por voltar a situacao 1 nos préximos encontros.

Apos estas discussdes passamos para outro ponto da escola: a quadra coberta.
Neste ponto, os estudantes geraram questionamentos interessantes a respeito da
estrutura da quadra e as figuras geométricas formadas para demarcarem todos 0s
espacgos necessarios no piso. A Figura 16 ilustra este momento.

Fonte: Fotos dos autores

Pedimos que identificassem triangulos retangulos e que discutissem sobre possiveis
trabalhos a serem desenvolvidos neste espaco. Estruturas como a trave do gol e a

marcacgao da quadra foram apresentadas.

Uma discussao interessante e aprofundada foi gerada, no momento em que uma
estudante apresentou uma estrutura formada por um dos lados da grade da quadra
na posicdo vertical, que se cruza perpendicularmente com outra estrutura do

corrimdo do mesmo lado, determinando um angulo reto. Para garantir ainda mais a
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sustentacdo da grade, tragcaram uma terceira estrutura de modo que esta concorra
em dois pontos (um em cada lado) gerando internamente dois angulos agudos, ja
que as outras duas concorriam perpendicularmente, formando perfeitamente um

tridngulo retangulo, como mostra a figura 17.

Figura 17 — Estudantes identificando elementos geomeétricos na quadra
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Fonte: Ftos dos autores
Com a percepcao da estudante foi possivel leva-los ao conhecimento de alguns

fatores importantes através do dialogo gerado entre pesquisadores e estudantes.

Pesquisadores — Sera que o triangulo é retangulo?

Estudantes — Sim.

Pesquisadores — O que nos garante tal fato?
Estudantes — As retas que se cruzam na vertical e na horizontal.
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Pesquisadores — J&4 que um de seus angulos mede 90°, qual é a soma dos outros
dois angulos internos?

Estudante — Cada um mede 45°.

Pesquisadores — Por qué?

Estudante — Porque sao iguais.

Pesquisadores — O que nos garante que cada um dos angulos agudos do triangulo
tem medida igual a 45°? (Mesmo nao podendo afirmar que o angulo é de 45°, é
evidente que ela sabe que sua soma € 90°, porém nao consegue explicar).

Estudante — Porque sao iguais.

Pesquisadores — A sua fala deixa implicita que a soma dos angulos internos é 90°,
mas se dissermos que um mede 30° e o outro 60°, ou 80° e 10° a soma ainda seria
9007

Estudante — Sim.

Pesquisadores — O que nos garante a igualdade entre os angulos?

Estudante — N&o sei explicar.

Indagamos novamente quanto valeria a soma dos angulos internos deste triangulo.
Outra estudante responde:

- Se o triangulo é retangulo, dois destes determina um retangulo que tem 360°,
assim se partirmos ao meio teremos dois triangulos de 180°, logo é porque a soma

dos angulos do triangulo € 180°.

Pesquisadores — Sera que os dois pontos que determinaram o terceiro lado do
triangulo sdo equidistantes em relacéo ao vértice que gerou o angulo reto? Este fato
poderia nos levar a descobrir se os angulos sdo de 45°, como afirma a colega?

Estudantes — Nao sabemos o0 que sdo pontos equidistantes.

Uma definicdo adequada para pontos equidistantes foi apresentada. Segundo o
Dicionario online de Portugués (2013) “a palavra equidistante como adjetivo na
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Matematica trata-se de igual distancia”. Exemplo apresentado: todos os pontos da
circunferéncia sao equidistantes do centro.

Assim, quando queremos saber se 0s dois pontos que determinaram o terceiro lado
do triangulo sédo equidistantes em relacdo ao vértice que gerou o angulo reto (90°)
queremos saber se 0s catetos deste triangulo retdngulo tém a mesma medida. Ou
seja, se num triangulo ABC, retangulo em B, a distancia de A até B € igual a
distancia de B até C, o que garantiria que este triangulo € is6sceles, como mostra a
Figura 18.

Figura 18 — Tridangulo retangulo is6sceles

Fonte: MACHADO, 2006

Pesquisadores — Se eles séo equidistantes o triangulo ainda podera ser retangulo?
Estudantes — Nao sabemos responder.

Pesquisadores — Ja que as medidas que determinam o triangulo sao acessiveis,
gue tal medirmos para verificarmos se 0s pontos sdo equidistantes e responder a

pergunta anterior?

Estudantes — Ok.
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Ao voltar para verificar a igualdade ou ndo entre os catetos deste triangulo,
concluimos que ele ndo pode ser isosceles ja que as medidas dos seus catetos
medem 2,30 m e 2,90 m. Contudo, se o triangulo ndo pode ser isosceles, os angulos
internos deste triangulo também ndo podem ter medidas de 45° cada, 0 que exclui a
possibilidade levantada pela estudante. Por outro lado, o triangulo ndo deixara de
ser retangulo, pois 0 que o classifica como retangulo sdo seus angulos e ndo seus

lados.

Como Uultima proposta para este encontro discutimos sobre quais trabalhos de
aplicacao poderiam ser desenvolvidos neste espaco. E concluiram encontrar novas
medidas inacessiveis como a altura da quadra. Quanto as técnicas do futebol,
discutimos sobre um possivel trabalho sobre a inclinagcdo adequada de partida da
bola ao se bater uma cobranca de pénalti. Com qual angulo deve partir a bola
com relacdo a quadra de modo que ela bata no travessdo? Todos estes
guestionamentos foram tratados nos encontros seguintes aqui sdo identificados
como proposta complementar 1. Os primeiros passos da situagdo sdo mostrados
na Figura 19.

Figura 19 — Estudantes trabalhando na situacéo: inclinacédo da bola

Fonte: Fotos dos autores
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3.7.1.3 Sequndo encontro

Ao extrairmos conclusdes para todos os questionamentos gerados no encontro
anterior o terceiro ponto percorrido no espaco fisico da escola foi o patio principal,
onde os estudantes identificaram figuras geométricas como dito no inicio do
segundo encontro. Neste momento, foi proposto nhovamente que discutissem sobre
possiveis aplicagbes. E sugeriram a altura da cobertura do pétio, situacdo que
aceitamos e que identificamos como proposta complementar 2. Os primeiros

passos da situacdo sdo mostrados nas imagens abaixo.

Figura 20 — Estudantes trabalhando na situacdo: altura da cobertura do patio
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Fonte: Fotos dos autores

Como ja haviam identificado anteriormente figuras geométricas na estrutura
principal, criamos uma discussdo com o grupo fazendo a seguinte pergunta: na
estrutura da cobertura do patio podemos observar alguns quadrilateros com algumas
de suas diagonais; usando dois lados de um desses quadrilateros e essa diagonal
obtemos triangulos; podemos dizer que esses triangulos sédo retangulos? A
Figura 21 ilustra o quadrilatero mencionado na discusséo.
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Figura 21 — Estudantes identificando figuras geomeétricas no patio da escola

Fonte: Fotos dos autores

Um estudante perguntou sobre o que é um quadrilatero e uma diagonal. Uma

definicdo para ambos foi apresentada.

Os guadrilateros sao poligonos (linha fechada formada apenas por segmentos de
reta que ndo se cruzam no mesmo plano) de quatro lados, quatro vértices e quatro
angulos internos (DANTE, 2011).

Apresentaram dificuldades em identificar a situacdo sob uma visdo matematica.
Levamos a questdo para uma representacdo matematica para facilitar o
entendimento. A situacdo representada geometricamente € apresentada na Figura
22.

Figura 22 - Quadrilatero

Fonte: Elaborado pelos autores
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Apds compreenderem 0 que 0s pesquisadores perguntaram, houve discordancias
entre os dois triangulos serem retangulos ou apenas um. Na verdade, o triangulo
formado pela parte debaixo da diagonal (1) era facilmente identificado como
retdngulo pelos estudantes, o que na verdade é, ja que a base do triangulo (assim
chamada por uma estudante com relagcdo ao segmento horizontal que concorre com
um vertical em relacdo ao telhado) determina um angulo reto com a altura (assim
chamada pela mesma estudante com relacdo a um segmento na vertical que se
cruza com outro na horizontal com relacéo ao telhado) como mostrado na Figura 22.
A discussdo maior foi em relagdo ao triangulo formado pela parte de cima da
diagonal (2), uma vez que nao se pode garantir a perpendicularidade entre os
segmentos como € possivel observar na Figura 22. O que garante que o angulo
indicado na Figura 22 tem medida igual a 90°? Seria a reta superior do quadrilatero
ndo ser uma paralela com relacdo a inferior pelos seus prolongamentos, o que
impediria 0 angulo formado entre a reta superior e a lateral direita do quadrilatero

nao ser reto?

Figura 23 — Quadrilatero com prolongamentos de retas
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Fonte: Elaborado pelos autores

O fato das retas r e s se cruzarem, ou seja, serem concorrentes ao invés de
paralelas, nos garante que o angulo indicado em (2) ndo pode ser reto, ja que a reta
t que corta r e s é perpendicular somente a r ndo determinando com s uma
perpendicularidade. Assim, concluimos com os estudantes que neste quadrilatero

apenas o triangulo (1) é retangulo.
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Fechado o momento da discusséo, fomos para o quarto ponto do espaco fisico da
escola. Desta vez nos concentramos no corredor interno que da acesso as salas de

aulas como mostra a Figura 24.

Figura 24 — Estudantes |dent|f|cando elementos no corredor central da escola

Fonte: Fotos dos autores

Ao discutirmos sobre a possibilidade de desenvolvermos algum trabalho neste ponto
nao tiveram ideias, uma vez que a altura da cobertura do corredor é acessivel, de
modo que uma pessoa com altura aproximada de 1,7m consegue alcancar com as
maos a estrutura da cobertura, o que a torna acessivel para eles. Deste modo,
explicamos que o trabalho n&o teria necessariamente que fazer ligacbes apenas
com alturas, mas, o que deve ser entendido € que se trata de medidas de distancias
quaisquer, o que também caracteriza a altura como distancia, como por exemplo, a
distancia do chéo ao telhado do patio. Para que entendesse melhor como seria um
trabalho de aplicacdo naquele espaco, propusemos a seguinte situacao: calcular a
distancia entre a primeira pilastra (préxima ao patio) do corredor central de acesso a
salas até a ultima pilastra do mesmo corredor (préxima ao portdo) considerando
acessivel a altura da pilastra. Como né&o tinhamos tratado ainda sobre os
mecanismos para a resolucdo de situacOes deste tipo, apenas explanamos de
maneira geral alguns procedimentos e combinamos voltar a situacdo nos proximos

encontros, situagéo esta que denominamos como situacao 2.
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Passamos entdo para o ultimo ponto a ser alisado e Ultima etapa deste encontro.
Desta vez, no jardim da escola, onde existem arvores do tipo palmeira, de altura

inacessivel como mostra a Figura 25.

Figura 25 — Estudantes identificando elementos no jardim da escola
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Fonte: Foto dos autores

Neste momento, discutimos sobre as palmeiras e escolhemos trés delas para um

possivel trabalho de aplicacdo que denominamos como situacao 3.

3.7.1.4 Terceiro encontro

O terceiro encontro seguiu com a divisdo dos estudantes em trés grupos menores
para iniciarmos o0 processo de resolucdo pratica das situacbes e propostas
complementares. Fomos para 0 espago encoberto da escola onde esta a arvore
identificada para a situacdo 1. Neste momento, a ideia foi a de escalar cada grupo
para uma situacdo ou atividade complementar. Por outro lado, tratava-se das
consideracdes iniciais, pois ainda ndo haviamos teorizado os conhecimentos

geomeétricos e trigonométricos necessarios nas situagdes propostas.
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Como era de nosso interesse que todos estivessem envolvidos nas situagdes 1, 2 e
3, deixamos um grupo responsavel com as primeiras consideracdes com relacdo a
altura da arvore principal. Ao outro atribuimos as consideracdes iniciais da proposta
complementar 1 e ao terceiro as consideragdes iniciais da proposta complementar 2.
Assim, conseguimos levantar os questionamentos iniciais das trés situacoes
mencionadas, até que se chegou numa representacdo matematica onde discutimos
sobre a necessidade de outros elementos da trigonometria, de maneira que

interrompemos esta etapa para irmos em busca de tais elementos.

Figura 26 — Estudantes discutindo as situacdes propostas

Fonte: Fotos dos autores

As discussbes geradas em cada grupo aqui identificadas como “Pergunta dos

Pesquisadores — PP” e Respostas Esperadas — RE”, estdo descritas a seguir:

GRUPO 1: Calcular a altura da arvore

PP: Quais as primeiras iniciativas que o grupo deve tomar?
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RE: Dividir tarefas e analisar a situacao.

PP: Com relacéo a arvore, que tipo de medida é procurado?

RE: A altura (h).

PP: Tal medida estd em qual posi¢cdo com relacdo ao chao?

RE: Posicéo vertical.

PP: E necessario e possivel recorrer a alguma medida acessivel, qual?
RE: Sim, a distancia da arvore ao ponto observado.

PP: Como obter tal medida?

RE: Usando uma trena, ou metro.

PP: A medida acessivel estd em qual posi¢cdo com relacao a arvore?
RE: Perpendicular.

PP: Com as informacgfes da posicao da arvore e da medida acessivel € possivel
levar a questdo para uma representacdo matematica?

RE: Sim.
PP: Qual a representacédo geométrica de tal situacéo?
RE: Um tridangulo retangulo.

PP: Na representacao criada onde esta representada a altura procurada e a medida
identificada?

RE: A altura esta no segmento da vertical e a medida identificada na base do
triangulo.

PP: E agora, com 0s conhecimentos geométricos € possivel solucionar? O que
ainda nos falta?

RE: N&o, sdo necessarios elementos complementares tais como teodolito e razdes
trigonométricas no triangulo retangulo.
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Fonte: Fotos dos autores

Neste momento, foi possivel mostrar até onde podemos ir sem 0s outros elementos
complementares. Explicamos que mesmo sendo relacionadas duas grandezas num
triangulo retangulo, seria necessario relaciona-las sob os angulos agudos desse
tridangulo. Ao contrario, seria possivel se relacionarmos tais grandezas
desenvolvendo o procedimento da sombra projetada pela éarvore como o
desenvolvido por Tales (600 a.C) como mostrado na Figura 6, pois seria possivel
medir estas sombras. J& da maneira que foi proposta € necessario determinar um
dos angulos agudos do triangulo gerado. Como estamos no plano no qual se
encontra a arvore, o ideal é determinar o angulo do qual seja possivel visualizar o
topo. Foram indagados a pensar. como obter este angulo? Nao apresentaram
conhecimento a respeito da questdo. Com isso, explicamos a necessidade de um
equipamento que nos permita visualizar o topo da arvore com uma inclinacdo x.

Conversamos a respeito do teodolito e o definimos como se segue.
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Figura 28 - Teodolito

Segundo Rosana Camilo da Rosa (2007) em seu livro intitulado “Trigonometria e
Numeros Complexos”, teodolito € um instrumento 6ptico de precisdo para medir

angulos horizontais e verticais.

Em é&reas de grande extensdo, o topdgrafo precisa muitas vezes imaginar
tridngulos em pontos inacessiveis. Medindo trés elementos desses
triangulos, sendo que pelo menos um deles é um lado, ele pode encontrar
as demais dimensfes necessarias para uma aplicacdo pratica. (ROSA,
2007, p. 33)

GRUPO 2: Qual deveré ser a inclinagédo de partida de uma bola ao bater um pénalti
de modo que ela bata no travessdo? E nas traves? Calcular a altura do gol

considerando-a como inacessivel.

PP: Quais as primeiras iniciativas o grupo deve tomar?

RE: Entender e criar estratégias para a situacao.

PP: Onde a bola devera estar posicionada?

RE: No ponto indicado para a cobranca do pénalti.

PP: Se a distancia e altura influenciarem devera encontra-las primeiro?

RE: Pode-se preocupar em apenas observar a altura sob a inclinacéo da bola.
PP: Qual situacao devera ser solucionada primeiro a da inclinagdo ou da altura?

RE: Da inclinacéo.
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PP: O que dependera de que?

RE: O calculo da altura dependera da inclinacao.

PP: E necessario levar a questdo para uma representacido matematica?

RE: Sim

PP: Com as respostas anteriores j& é possivel bater o pénalti e calcular a altura?

RE: N&o. E necessario um equipamento que nos possibilite observar tal angulo.

Figura 29 — Estudantes desenvolvendo a situacao da bola
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Fonte: Fotos dos autores

A partir de todas as discussfes apresentadas anteriormente, foi possivel gerar nos
estudantes o questionamento quanto aos pré-requisitos na solucdo de situacdes
diversas. Buscamos leva-los ao entendimento e este foi se completando a cada
discusséao, que o ideal, ao iniciar um processo de solucao, € criar estratégias e ter
iniciativas, e por isso estavam em grupo. A divisdo de tarefas é essencial, pois
conseguirdo perceber a necessidade destes elementos complementares, ao saber
que o papel de cada um devera entrar no trabalho. Também discutimos que

iniciativas simples devem ser percebidas facilmente pelo grupo a partir dos
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conhecimentos de mundo, como nesta proposta, saber o lugar certo que a bola deve

estar quando se cobra um pénalti.

Quanto a distancia da bola ao gol, a discussdo buscou concluir, que por mais que
esta distancia influencie, tudo dependera da inclinacdo, o que na verdade € fator
principal da questdo, da mesma forma que altura, ou seja, a inclinacdo sera
estabelecida no momento em que a bola ja estiver posicionada, de modo que esta

inclinag&o leva a visualizar a altura.

Por outro lado, buscamos explicar que, usando as relacdes trigopnométricas no
tridngulo retangulo, as medidas da distancia e altura deverdo estar em maos, pois a
Unica variavel isolada devera ser o angulo do qual se observa a inclinacao (angulo
X), pois uma vez que a distancia € acessivel, é possivel obté-la usando a trena ou o

metro.

Outro fator foi entender que ndo necessariamente deve-se calcular a altura do gol
para depois obter o angulo, mas que se tivermos um equipamento que nos leve a
visualizar esta altura sob este angulo x procurado, resolveriamos o problema da
bola, pois queremos que ela bata no travessdo, o que é justamente a altura
procurada. Ao contrario, se buscarmos primeiro a altura, a inclinacdo seria
necessaria antes mesmo da altura, o que a torna dependente do angulo x. Assim, o

préximo passo seria encontrar a inclinacao na qual saira a bola.

Propusemos a eles no momento, que levassem a questao para uma representacao
matematica, pois seria mais facil perceber como ficaria a questdo na sua forma
geométrica. Onde estaria o angulo x, a altura e a distancia de modo que fizessem

relagdes e utilizassem 0s conceitos trigopnométricos.
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Figura 30 — Representacdo matematica da situacao da bola
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Fonte: Elaborado pelos autores

Com a questdo na forma de uma representacdo matematica, o proximo passo foi
discutir qgue mesmo sabendo que devem procurar o angulo de inclinacéo, devem-se
também saber associar as grandezas altura e distancia ao angulo de inclinacdo da
bola, ainda que ndo tenha a altura neste momento, mas que comecgassem a
entender o principio das razdes trigonométricas no triangulo retangulo. Com estas
discussbes, o proximo passo foi discutir como obter o angulo. Uma estudante
afirmou ser o angulo de 30° o0 angulo x procurado. Ao indagarmos o porqué, tivemos
como resposta apenas “imaginei o angulo com medida de 30°”. Explicamos que
apenas supor ndo garante que o angulo seja de 30°. E portanto ndo teriamos
garantia de que a bola bateria no travessao. Desta forma, a altura também néo sera
a correta em relacdo ao angulo real, mas sim com relacdo ao angulo suposto de 30°.
A partir dai ndo tiveram mais opinides a respeito de como obter o angulo. Foi

guando intervimos para falar sobre o equipamento teodolito definido anteriormente.

Grupo 3: Calcular a altura maxima do telhado do patio principal

PP: Quais as primeiras iniciativas o grupo deve tomar?

RE: Criar estratégias para a situacao e dividir tarefas.
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: Onde o grupo devera estar posicionado de modo que tenha um melhor

desempenho do trabalho?

RE:

PP:

RE:

PP:

RE:

PP:

RE:

PP:

RE:

PP:

RE:

PP:

RE:

PP:

RE:

PP:

RE

A uma distancia acessivel da altura desejada.

Devera recorrer a alguma medida acessivel?

Sim.

Que medida seria esta?

A distancia entre o observador e objeto observado.

Quais recursos necessarios para tais medidas?

Trena ou metro.

Qual relacao existente entre a medida acessivel e a inacessivel?

O angulo o qual seja possivel visualizar o objeto de interesse.

E necessario levar a questio para uma representacdo matematica?
Sim.

A quais elementos geométricos e trigopnométricos serdo necessarios recorrer?
Tridngulo retangulo e razdes trigonométricas no triangulo retangulo.
Bastaria o principio de trigonometria no triangulo retangulo?

Sim.

J& é possivel encontrar a altura maxima do pétio?

: N&o. E necesséario um equipamento que permita visualizar tal altura sob um

determinado angulo, o que relacionada as duas grandezas.
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Figura 31 — Estudantes na situacéao telhado do patio

Fonte: Fotos dos autores

Como discutido nos grupos anteriores, criar estratégias e dividir tarefas é relevante
quando se quer caminhar na busca por solugbes em matematica. Talvez, o
essencial, no momento, fosse o proprio grupo discutir qual a melhor posicao para se
concentrarem, uma vez que nos encontravamos no espaco encoberto da escola.
Foram necessarias intervencdes e alguns esclarecimentos, pois o0 grupo escolheu
uma distancia muito grande com relacdo a estrutura que queriam medir. Explicamos
gue a distancia na qual o grupo estava posicionado era muito maior que a altura
procurada, e que se consideravam inacessivel tal altura, poderia a distancia também

ser inacessivel gerando um trabalho muito maior.

Outro fator muito questionado foi da visualizacdo do ponto maximo do telhado em
relacdo aonde estavam. Uma vez que se encontravam a uma distancia muito maior
da medida procurada, tornava a situacdo muito mais trabalhosa. Explicamos que
aproximar-se do objeto escolhido (patio) facilitaria bastante o trabalho, sobretudo, na

determinacdo da medida acessivel, uma vez que tal medida é a distancia entre a
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altura do pétio e o ponto onde o grupo se encontrava posicionado. Esta medida

poderia ser obtida com o auxilio da trena que utilizavam.

Outra discusséo levantada foi de como trabalhar num tridngulo para encontrar o
valor para uma de suas medidas quando se conhece outra desse mesmo triangulo.
Explicamos que no triangulo retangulo € possivel relacionar duas medidas
quaisquer. Porém relacionar tais medidas com relacdo a qué? Justamente com o
angulo de inclinagdo que nos permite visualizar o topo do telhado. Assim, no
triangulo duas medidas se relacionam a um de seus angulos. Propomos que
levassem a questdo para uma representacdo matematica e que verificassem a
formacao de um triangulo retangulo. Contudo, buscamos saber dos estudantes onde

estaria o angulo y procurado e qual o proximo passo para obter tal angulo.

Figura 32 — Representacdo matematica da situacao altura do telhado do patio

Fonte: Fotos dos autores
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Explicamos a necessidade de um equipamento que nos permita visualizar o topo do

telhado com uma inclinacéo y. Conversamos a respeito do teodolito.

Contudo, explicamos nos trés grupos que como se trata de um procedimento
pedagogico € viavel que seja construido um teodolito do tipo caseiro com recursos
possiveis de serem trabalhados dentro do ambiente escolar e que a proxima tarefa
seria criar estratégias para construir o equipamento que 0s permitiria obter os

angulos desejados.

3.7.1.5 Quarto encontro

3.7.1.5.1 Construindo o teodolito caseiro

Nesta aula nos atemos em construir o equipamento que nos permitiu identificar
angulos nas situacbes que foram propostas e nas demais. No primeiro momento
deste encontro, procuramos passar todas as instru¢cdes sobre a construcdo de um
teodolito proposto pelos pesquisadores. Na verdade trata-se de uma proposta de
Roger Ruben Huaman Huanca (2006) em sua dissertacao intitulada “A Resolugéao
de Problemas no Processo Ensino — Aprendizagem - Avaliacdo de Matematica na e

Além da Sala de Aula” como mostrado na Figura 33.

Figura 33 — teodolito caseiro

Fonte: Fotos dos autores



71

Quanto a construgcdo do teodolito apresentamos 0s materiais necessarios para sua

confecgdo, como segue:

e Base de isopor 20x20 cm;

e Pote de manteiga circular com tampa 250 g;

e Canudo de plastico maior que o diametro do pote de manteiga;
e Palito para churrasco;

e Cola quente;

e Transferidor 360°;

e Régua;

e Estilete.

Apresentamos também o passo a passo para a confeccdo do teodolito, (FIG. 33).

e Corte da base (fazer um corte no isopor obtendo uma base 20x20 cm);

e Tracar as mediatrizes dos lados do quadrado de modo a encontrar 0 seu
centro;

e Centralizar e colar o transferidor de modo que os angulos de 0°, 90°, 180° e
270° estejam sobre as mediatrizes dos lados deste quadrado;

e Colar a tampa do pote sobre o transferidor de modo que o encaixe fique para
cima;

e Encontrar o didametro do fundo do pote e colar o canudo sobre o didametro que
sera utilizado para observar o ponto desejado;

e Fazer dois furos na borda superior do pote, de maneira que os furos estejam
paralelos ao diametro inferior do pote;

e Passar um palito para churrasco pelos dois furos da borda superior, que
servira de referéncia para definir o &ngulo de observacéo do ponto;

e Encaixar o pote na tampa.

O proximo passo foi disponibilizar os materiais para cada grupo de modo que, ao
dividirem as tarefas pudessem confeccionar o teodolito como nas instru¢cées. Cada

grupo recebeu a base quadrada pronta e os demais materiais. Direcionamos as
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acdes junto aos grupos de acordo com 0 passo a passo descrito acima e

comecaram a desenvolver o trabalho de construcao.

Figura 34 — Estudantes construindo o teodolito caseiro

0

Fonte: Fotos dos autores

Percebemos muitas dificuldades dos estudantes durante a construcdo do
equipamento, sobretudo ao desenvolverem alguns conceitos geométricos
necessarios. Surgiram questionamentos como: o que é diagonal, como tracar a
diagonal de um quadrado, o que é mediatriz, como encontrar as mediatrizes de um
qguadrado, o que é vértice, ponto médio. Outro fato que gerou muitas duvidas foi com
relagéo a determinacéo o diametro de uma circunferéncia de centro desconhecido.

Diante das dificuldades apresentadas pelos estudantes foi necessaria uma

intervengdo com relagdo a alguns conceitos geomeétricos. Ainda que estivessem no
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planejamento de aulas algumas teorizag0es, estas nao estariam voltadas a aspectos
mais especificos da geometria e sim aqueles que nos auxiliariam no estudo da
trigonometria no triangulo retangulo. Deste modo, decidimos por intervir naquele
momento, esclarecendo as dulvidas relativas a conceitos necessarios para a
construcdo do teodolito. ApGs os esclarecimentos das duavidas, foi possivel que

desenvolvessem a construcéo do teodolito caseiro mostrado na Figura 33.

Apés a construcdo do teodolito apresentamos aos estudantes as instrugdes com
relacdo a sua utilizacdo. Explicamos como e onde marcar o angulo e por onde
visualiza-lo. Como ultimo momento deste encontro foram realizados alguns

exemplos testes de utilizacdo do equipamento como mostra a Figura 35.

Figura 35 - Estudantes aprendendo a utilizar o teodolito caselro

Fonte: Fotos dos autores

3.7.1.6 Quinto encontro

Em todas as trés propostas apresentadas aos estudantes buscamos articular de
modo que fosse possivel levantar todas as conjecturas até que se chegasse a uma
representacdo matematica da situacdo. ldentificaram a variavel desconhecida e
buscaram alternativas que os possibilitou uma medida acessivel para cada situacao

proposta. Mesmo tendo discutido com os estudantes no encontro anterior sobre a
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visualizagdo das alturas procuradas sob um angulo qualquer e desenvolvido a
proposta da construcdo do teodolito, ferramenta que nos possibilitaria visualizar e
determinar tal angulo (FIGURA 33) surgiu o questionamento de um estudante
quanto a possibilidade de se trabalhar com o terceiro lado do triangulo gerado na
representacdo da situagdo da arvore. O questionamento foi com relagdo a distancia
entre o observador e o observado o que caracterizava a hipotenusa do triangulo

retangulo como representado na Figura 36.

Figura 36 — Representacdo matematica da situagcdo da altura da arvore

X)Terceita variavel
sugerida

Altura h
procurada

Distancia (d) determinada

Fonte: Elaborado pelos autores

Diante dos questionamentos feitos pelo estudante quanto a questdo, o0s
pesquisadores definiram o préximo momento como uma teorizacdo sobre as
relacbes métricas no tridngulo retangulo e teorema de Pitagoras, de modo a
voltarem e testarem a viabilidade de solucionar a questdo pelos métodos indicados

pelo estudante.

Como ja haviamos tratado da classificacdo de um triangulo com relacdo aos lados e
angulos, antes se demonstrarmos as relacdes métricas no tridngulo retangulo e

através de tais relacdes, o teorema de Pitdgoras, fizemos um momento para tratar
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em especial, dos casos de semelhanca de triangulos utilizando alguns recursos
pedagogicos: triangulos em feltro e EVA (FIGURA 37).

Figura 37 — Aula de semelhanca de tridangulos

= \
\

)

.
% '
I

Fonte: Fotos dos autores

Apesar de as relagbes métricas num tridangulo retdngulo, serem abordadas no
momento em que desenvolvemos esta aula pratica com os recursos pedagogicos
citados, decidimos por enfatiza-las também sob uma teorizacdo com a utilizacdo da
lousa verificando tais relacbes com o objetivo de demonstrarmos o teorema de
Pitagoras, uma vez que seria feito usando o principio de semelhanca de triangulos.
A aula como foi desenvolvida é mostrada na Figura 38.
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Figura 38 — Aula de relagdes métricas no tridangulo retangulo

Fonte: Fotos dos autores

3.7.1.6.1 Demonstrando o Teorema de Pitdgoras

7z

‘Em todo triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos

quadrados de seus catetos”.

Dem.: Considere um triangulo ABC, retangulo em A e a lei de Tales que diz: “se dois
triangulos tiverem medidas iguais para um de seus angulos agudos e outro angulo

também agudo comum aos dois, entdo esses triangulos sdo semelhantes”.

Figura 39 — Triangulo retangulo
A

b cateto

hipotenusa

Fonte: Elaborado pelos autores
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Pelo teorema da Lei de Tales temos que o triangulo ABD é semelhante ao triangulo
ABC (AABD~AABC). Assim,

£ 5 c?2 =am ()
[

Analogamente, temos que o triangulo ACD é semelhante ao triangulo ABC
(AACD~ABC). Assim,

b_n b? (N
— = - — = an
a b

A partir das duas relacdes estabelecidas anteriormente foi possivel mostrar aos
estudantes a validade do teorema de Pitagoras ja que o triangulo ABC trabalhado é

retangulo em A. Entdo explicamos o seguinte.

Somando as duas equacgoes | e |l obtidas anteriormente temos:

c? =am
b? = an

= 2+ br=am+an=an+m) =a.a = a®

2

O que mostra que @~ = b* + c? (quadrado da hipotenusa € igual a soma dos

guadrados de seus catetos — Teorema de Pitagoras).
Logo, em todo triangulo retangulo vale a relagdo a* = b* + ¢* (III).

Depois da demonstracao do teorema de Pitdgoras mostramos aos estudantes outras

duas relacbes métricas no triangulo retangulo, fazendo uso de tal teorema.

Seja h um dos catetos dos triangulos ABD e ACD. Pela relagéo de Pitagoras temos

que,

ABDY:h*=c?—m’=am— m>=mla—-m)=m.n = h*=m.n V)

Ou ainda, (h = y/mn), ou seja, a média geométrica das projecdes dos catetos

sobre a hipotenusa no triangulo ABC.
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Consideremos novamente as relagdes ¢ = am (I)e b* = an(II)
Fazendo o produto entre | e Il obtemos,
ct.b*=am.an= a*(mn) = a*h* = c*.b* = a*.h*

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da equacdo c*.b%* = a®.h®* temos

que:

Ve2.b? = Va2 h? — bc = ah (V)

Assim, apresentamos o resumo das relacdes existentes em um triangulo retangulo
(QUADRO 1).

Quadro 1 — RelagcBes métricas

) ¢ = am

iy b* = an
ay  a® = b* + c¢? (Teorema de Pitagoras)

(V) h = ymn (Alturado tridngulo)

(V)bc=ah

Fonte: Elaborado pelos autores

ApoOs teorizarmos esta parte do conteddo na lousa e antes que voltassemos a
campo, verificamos a validade do teorema de Pitagoras com alguns exercicios

técnicos na sala de aula. Tais exercicios sdo apresentados a seguir.
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Exercicio 1. No triangulo retangulo abaixo, verificar a validade do teorema de

Pitagoras.
Figura 40 — Triangulo retangulo 1
B
5
4
A c
3

Fonte: Elaborado pelos autores

Resolucao.

Se o triangulo é retangulo entdo vale o teorema de Pitagoras que diz: a* = b* + 2.
Verificando a validade da relacdo acima temos que,

2 =32 1 42

25=9+16

25 = 25 (¥), o que conclui a validade da relacéo.

Exercicio 2. Determinar o valor de x no triangulo abaixo.
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Figura 41 — Triangulo retangulo 2

B

A Cc
3

Fonte: Elaborado pelos autores

Resolucao

Pelo teorema de Pitdgoras temos que,

x*= 3"+ 4
x*=9+16
x? =25
x= 25
=5

Logo, concluimos que o valor da variavel x é 5, o que é verdade, pois no exercicio 1

o valor da hipotenusa € 5.

O préximo passo do nosso encontro foi voltarmos novamente ao campo de
aplicacdo. E antes de retomarmos a discussdo levantada pelo estudante quanto a
utilizacdo da terceira varidvel da situacdo-problema com relacdo a altura da arvore,
propomos aos estudantes a verificacdo do teorema de Pitagoras, agora utilizando o
principio da corda graduada em doze unidades como feito pelos egipcios e mostrado
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na Figura 42. Depois fizemos a comparacdo num tridngulo retdngulo com as
medidas conhecidas.

Figura 42 — Ideia dos egipcios da corda de 12 nés

<

Fonte: LOPES, 2013

No primeiro método utilizamos um barbante com doze nés distribuidos a cada 50
cm. Solicitamos aos estudantes que amarrassem o extremo do barbante em um
palito de churrasco e o fixasse em um ponto qualquer do solo. Em seguida
instruimos em demarcar um segundo ponto de modo que a distancia entre os dois
pontos fosse igual a trés, quatro ou cinco nds. O préximo passo foi solicitar a
marcacao de um terceiro ponto no solo de modo que a distancia entre o segundo e 0
terceiro ponto tivesse medida diferente da primeira. E por ultimo unir os extremos do
barbante definindo um triangulo e um &angulo reto. A Figura 43 ilustra o

desenvolvimento desta aula.
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Flgura 43 — Estudantes verlflcando a relacao de Pitagoras pela corda de 12 nos

Fonte: Foto dos autores

A outra maneira com a qual buscamos trabalhar esta verificacdo ocorreu na quadra
coberta da escola. Definimos um triangulo retdngulo usando a metade da quadra e
pedimos aos estudantes que determinassem a diagonal do retangulo utilizado,
partindo do ponto central da lateral da quadra (vértice do triangulo) até o ponto onde
se cobra o escanteio da lateral oposta (vértice oposto) utilizando um barbante. Em
seguida solicitamos aos estudantes que medissem a diagonal formada, a lateral que
determinou um dos lados do triangulo e a linha de fundo utilizando uma trena de 30
m. Com as medidas em maos verificamos a validade do teorema de Pitdgoras em

um triangulo retangulo qualquer.
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Figura 44 — Estudante
T

W

s verificando a relacdo de Pitagoras na quadra da escola

TS T s

Fonte: Fotos dos autores

Apés a verificacdo da validade do teorema de Pitagoras, retornamos as situacdes

propostas anteriormente, buscando solucionéa-las utilizando tal relagéo.

Neste momento, os pesquisadores decidiram ndo mais trabalhar com grupos
distintos de estudantes em situagfes diferentes, como nos encontros anteriores, pois
julgaram relevante que todos estivessem envolvidos em todas as situagdes. Assim,
as trés propostas anteriores foram desenvolvidas em momentos distintos, de
maneira que as situacdes da inclinacdo da bola e a de calcular a altura do patio
principal ficaram como proposta complementar 1 e 2. No entanto, buscou-se
desenvolver as situacbes 1, 2 e 3 com relacdo a altura da arvore, da distancia do
corredor central de acesso as salas de aula e a altura da palmeira no jardim da

escola, como mencionado anteriormente.
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Voltando a situacdo de determinar a altura da arvore, instigamos os estudantes a
perceberem a inviabilidade da utilizacdo da relacdo de Pitagoras, ja que

trabalhariamos com duas varidveis desconhecidas (h e x), uma vez que a distancia
entre observador e observado (x) é considerada uma medida inacessivel (FIGURA

36). Utilizando a relacdo de Pitdgoras nesta situagdo, encontramos a seguinte

equagao:
x%= h?+ d*

Concluimos que apesar de termos o valor absoluto de d* era inconveniente isolar a
variavel h, uma vez que x ndo é uma medida conhecida. Assim, descartamos a

possibilidade de solucionar a situacéo pela relacdo de Pitagoras, como sugerido pelo
estudante. No entanto, explicamos novamente, como ja enfatizado no encontro
anterior, que para se trabalhar com duas grandezas em que uma € desconhecida é
necessario relaciona-las a uma terceira grandeza conhecida. Diante destas
consideracdes, instigamos novamente questionamentos relativos a esta terceira
possivel grandeza e relembramos que a mesma estaria relacionada ao angulo de
observacdo do ponto maximo da arvore, como discutido nos encontros anteriores.
Para tanto, reforcamos a necessidade de se observar o topo a partir de uma
inclinagédo qualquer e conhecé-la, o que demandou a utilizagdo de uma ferramenta
gue fosse capaz de medir esta inclinacdo, o teodolito, jA construido no encontro
anterior (FIGURA 33).

Concluida esta etapa do trabalho, levamos os estudantes para o patio encoberto da
escola onde existem as arvores, inclusive, a proposta na situacdol. Solicitamos a
eles que retornassem novamente a situagdo como uma representacdo matematica.
Para tanto, com o auxilio de um barbante, tracaram a distancia da arvore e o local
onde todos se encontravam. Pedimos que dividissem as tarefas e enquanto uns
observavam o ponto mais alto da arvore com o teodolito, outros, com o auxilio de
uma trena de 30 m mediam a distancia acessivel da arvore até o ponto onde se
encontrava 0 observador, enquanto outros se encarregaram de anotar todas as

informagdes como mostra a Figura 45.
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Fonte: Fotos dos autores

Para a mesma situacdo, optamos por desenvolver o mesmo trabalho com
observacdo sob dois pontos diferentes. A primeira estudante conseguiu observar o
topo da arvore sob uma inclinagcdo de 45° e com distancia entre a arvore e o ponto
observado de 21 m. Em seguida, solicitamos que aproximassem um pouco mais da
arvore e observassem novamente seu ponto maximo. Sob este novo ponto, o topo
da arvore pode ser visualizado sob um angulo de 55° a uma distancia de 16 m, como

mostrado da Figura 46.
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Figura 46 — Representacdo matematica da situacao da arvore

I
altura da I————————————— J

mesa

Fonte: Elaborado pelos autores

Com as novas informacdes foi possivel estabelecer mecanismos que o0s
possibilitassem determinar a altura da arvore. No entanto, havia ainda uma questao
delicada a ser instigada nos estudantes e trabalhada pelos pesquisadores. Na

verdade, apesar de saberem que a relacéo entre a altura (k) procurada e a distancia

conhecida teriam que se relacionar ao angulo de observagcdo, ndo conseguiram
determinar como deveria ser esta relacdo. Foi quando os pesquisadores
identificaram a necessidade de novas teoriza¢cfes de contetdo, desta vez, as razbes
trigopnométricas no triangulo retangulo (seno, cosseno e tangente). Contudo,
considerando a relevancia em questionar sobre cada etapa do trabalho, foi julgado
necessario pelos pesquisadores que se interrompesse novamente o trabalho para
desenvolver na lousa as demonstracdes e verificacdes necessarias quanto as
razBes trigonométricas no triangulo retangulo e os angulos notaveis (30°, 45° e 60°).
Um momento de sala de aula foi desenvolvido com os estudantes, onde procuramos
esclarecer as relacbes existentes de catetos e hipotenusa em relacdo a um
determinado angulo e o0s respectivos valores para tais grandezas. O

desenvolvimento desta aula é esquematizado a seguir.

3.7.1.6.2 Razdes trigonométricas no triangulo retangulo

Para este momento, fizemos uso das propriedades de semelhanca de tridangulos
trabalhada com os estudantes anteriormente para reconhecermos as razfes seno,

cosseno e tangente como casos de semelhanca, estabelecendo relacdes entre elas.
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AULA: Identificando as razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente).

Considere trés triangulos retangulos (1,2 e 3) semelhantes como mostra a Figura 47.

Figura 47 — Aula razdes de semelhanca

AZ/

A2

A1

B1 B2 B3

Fonte: Elaborado pelos autores

Consideremos agora um automoével se deslocando ao longo de trés planos distintos.
Representaremos por PA1l, PA2 e PA3 os percursos do automovel em cada plano
respectivamente, A1B1, A2B2 e A3B3 as alturas deste automodvel em cada plano
respectivamente e PB1, PB2 e PB3 os afastamentos do automével em cada plano
respectivamente. Pela lei de Tales, os triangulos PA1B1, PA2B2 E PA3B3 séao
semelhantes, ja que os trés possuem um angulo com a mesma medida (igual a 90°)

e um angulo comum (angulo «). Dai, se os triangulos sdo semelhantes, as medidas
de seus lados séo proporcionais com relagdo ao angulo de inclinacdo @ comum aos

trés. E essa razao € a constante (K) de proporcionalidade entre dois segmentos
desse triangulo que serdo sempre constantes. Assim € possivel estabelecer as

seguintes relacoes.

A1B1_ A2B2 _A3B3 _

(1)
PA1  PA2  PA3

(constante de proporcionalidade, gue chamaremos de sin a)
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Logo, sendo @ a medida de um angulo agudo de um triangulo retangulo, chama-se

senoa a razdo entre a medida do cateto oposto a & e a medida da hipotenusa.

medida do cateto oposto a a

senoa = - ;
medida da hipotenusa

PE1 PEZ PEBE3
= :Kl

(11) =
PAl PA2 PA3

(constante de proporcionalidade, gue chamaremos de cos a)

Logo, sendo @ a medida de um angulo agudo de um triangulo retangulo, chama-se
cossenoa a razao entre a medida do cateto adjacente a @ e a medida da

hipotenusa.

medida do cateto adjacente a o

cossenoa = - -
medida da hipotenusa
A1B1 A2B2 A3B3
(Irr) = = =K,
PE1  PE2 PE3 z

(constante de proporcionalidade, gue chamaremos de tangente ar)

Logo, sendo @ a medida de um angulo agudo de um triangulo retangulo, chama-se
tangentea a razdo entre a medida do cateto oposto a a e a medida do cateto

adjacente a a.

medida do cateto oposto a

tangente a =

medidada do cateto adjacente a «
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Quadro 2 - Resumo das razbes trigonomeétricas no triangulo retangulo

medida do cateto opostoa a
sena = - -
A medida da hipotenusa
Kot medida do cateto adjacente a «
cateto oposto COS f = - -
adk medida da hipotenusa
& o,
Saisto sdiacente tan o — medida do cateto oposto a a
s medida do cateto adjacente a a

Fonte: Elaborada pelos autores

Apoés reconhecermos as razfes seno, cosseno e tangente, desenvolvemos alguns
exercicios técnicos aplicando as razfes estudadas. Estes exercicios estdo

apresentados a seguir.

Exercicio 3. Calcular as razbes seno, cosseno e tangente relativos aos angulos

agudos no triangulo retangulo abaixo.

Figura 48 — Triangulo 3
A

B

o

Fonte: Elaborado pelos autores
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Resolucao

medida do cateto opostoax 3
senx = . . =-=106
medidn da hipotenusa 5

medida do cateto adjacente ax 4

COSX = =—=0,8
medida da hipotenusa 5
medida do cateto oposto ax 3
tanx = . : = -=075
medida do cateto adjacente ax 4
medida do cateto opostoay 4
seny = . . =—==10025
medida da hipotenusa 5
medida do cateto adjacenteay 3
COSYy = =-==10,6

medida da hipotenusa 5

medida do cateto oposto a 'y 4
tany = . : = —-—=1,33
medida do cateto adjacenteay 3

Observe que a tangente de um angulo também pode ser entendida como a razéo
entre 0 seno e cosseno deste mesmo angulo. Veja como ficaria a tangente calculada

desta forma no exemplo anterior.

3
senx T 3 5 3
tanx = ===-xXx-=-=0,75
cosx 4 5 4 4
5
4
seny © 4 5 4
tany = ===-X—-=-=1,33
cosy 3 5 3 3
5

Assim, verifica-se 0s mesmos valores encontrados na primeira maneira de
resolucdo. No entanto, em situa¢des nas quais ndo seja possivel obter a tangente na
forma da razéo entre cateto oposto e cateto adjacente de um angulo, mas existirem
valores para seno e cosseno deste mesmo angulo, basta fazer uso da segunda

maneira de calcular a tangente de um angulo.
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Exercicio 4. Calcular, em funcédo de a, b e ¢, 0 seno, o cosseno e a tangente do

angulo de medida y, no triangulo retangulo abaixo.

Figura 49 — Triangulo 4
A

B-| Cc
a

Fonte: Elaborado pelos autores

Resolucao

medida do cateto opostoay ¢
seny = =—
i medida da hipotenusa b

medida do cateto adjacenteay a
cosy = = —
i medida da hipotenusa b

siny
tanx = =
cCosy

b

o R
sl s
T

Apés identificarmos as razdes trigonométricas no triangulo retangulo, os estudantes
foram instigados a verificarem a relacéo existente entre medidas de lados e valores
para as razdes seno, cosseno e tangente de um angulo. Explicamos que quando se
conhece o angulo com o qual devemos trabalhar é possivel determinar o valor das
razdes trigonométricas desse angulo, ou seja, qual o valor do seno, cosseno e
tangente desse angulo. Falamos da existéncia dos angulos conhecidos como
angulos notaveis e que tais angulos sdo os de 30° 45° e 60°. Com simples
alternativas nos triangulos mostramos na lousa as razbes trigonométricas dos

angulos notaveis.
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e angulos notaveis

AL

Figura 50 — Aula sobr
Ol '

Fonte: Fotos dos autores

AULA: Identificando os valores das razfes trigonométricas dos angulos notaveis
(30°, 45° e 60°).

Razdes de 30° e 60°

Considere um triangulo ABC (FIGURA 51) equilatero com lado de medida igual a !.

Figura 51 — Triangulo 5

Fonte: Elaborado pelos autores
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Em um triangulo equilatero, a bissetriz do angulo A, a mediana do triangulo relativa
ao lado BC e a altura relativa ao vértice A sdo coincidentes. Ao traca-las obtemos
dois triangulos retangulos congruentes com angulos agudos medindo 30° e 60°

como mostra a Figura 52

Figura 52 — Triangulo 6
A

B 112 M 12

Fonte: Elaborado pelos autores

Como os novos triangulos obtidos séo retangulos, é possivel determinar a altura h

em funcao de I fazendo uso da relacdo de Pitagoras. Assim,

i i 1 o 1 312 32 I3
L
2 2 4 1}4 - 2

Com os triangulos com todos os lados em funcdo de I (FIGURA 53) é possivel

utilizd-los para demonstrarmos as razdes de 30° e 60°.



Razoes de30°

Figura 53 — Triangulo 7
A
30°

1312
60°
112

Fonte: Elaborado pelos autores
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l
medida do cateto opostoa30° 35 | 1 I 1
sen30° = , : = 2= —¥X—-= —= —
medida da hipotenusa I 2 1 21 2
I3 —
medida do cateto adjacente a 30° - I3 1  Iy3
cos30° = : . = = K —= —
medida da hipotenusa l 2 I 21
l
medida do cateto opostoa 30° 5 ! 2 1
tan30° = . - = £ = _ X —=— X
medida do cateto adjacente a 30° I3 2 W3 3
2
Razoes de 60°
l\."ﬁ — —
medida do cateto oposto a 60° = I3 1 V3
sen60° = : . = = ¥ —= —
medida da hipotenusa I 2 [ 2
l
medida do cateto adajacente a 60° 3 I 1 1
cos60° = . . = L= _ ¥ _==
medida da hipotenusa [ 2 [ 2
l\."'g —
medida do cateto oposto a 60° = W3 2 —
tan60° = - . = = X —= 3
medida do cateto adjacente a 60° 1 2 [
2
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Para demonstrar as razdes de 45° consideremos um quadrado A, B, C, D de lado

com medida igual a I.

Figura 54 — Quadrado 1

]

ﬂ

L

P

c

Fonte: Elaborado pelos autores

Ao tracarmos uma de suas diagonais internas, obtemos dois triangulos retangulos

congruentes com angulos internos medindo 45°.

Figura 55 — Quadrado 2

45°

1

45°

L

Fonte: Elaborado pelos autores

7

Ja que o triangulo é retdngulo podemos fazer uso da relagdo de Pitagoras para

encontrarmos o valor da diagonal do quadrado em funcéo de I. Assim,

d

"
=

=P+ 12> d¥=20 2d= 22 Dd=W2
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A partir do triangulo ADC, identificamos valores para as razdes trigonométricas de
450,

Figura 56 — Triangulo 8
A

45°

— 45°
D : o

Fonte: Elaborado pelos autores

Razdes de 45 °
medida do cateto opasto a 45° l 1 V2 W2
sendb®= - - = —= — XK == —
medida da hipotenusa N2 W2 V2 2
medida do cateto adjacente a 45° l 1 V2 o2
cosd5° = - - = — = — ¥ —= —
medida da hipotenusa W2 42 V2 2
medidn do cateto oposto a 45° I
tan45° = =-=1

medida do cateto adjacente a 45° 1

Quadro 3 - Resumo das razfes trigonométricas dos angulos notaveis

3o0° 45° 60°
Seno + w,-"i w.,"'i
2 2
COS5eno V3 V2 1
2 2 2
tangente V3 1 V3
3

Fonte: Elaborada pelos autores
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Apés o célculo do seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis de medidas 30°,

45° e 60°, propomos aos estudantes algumas atividades.

Exercicio 5. No triangulo retangulo a seguir, determine:

Figura 57 — Triangulo 9

30°

ﬂ

10 cm

Fonte: Elaborado pelos autores

a) O valor de x

b) O valor de ¥

RESOLUCAO

a) Para determinar o valor da medida de x no triangulo acima devemos

medida x procurada
medida dada

relacionar a grandeza , ao angulo dado. Assim sendo, 10

centimetros (cm) € a medida dada; logo o que relaciona o cateto adjacente

com a hipotenusa com relagédo ao angulo de 30° é a razdo cosseno. Logo,

300 medida do cateto adjacente a 30°
cos =

medida da hipotenusa

Pela tabela de valores dos angulos notaveis tem-se:

V3 10 — 20 20 43 2043
— = — =2 V3x=2X10 P x=—= Px= =X — Q=
2 x V3 V3 V3 L3
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b) Analogamente, para o valor de y devemos relacionar a grandeza
medida ¥ procurada

medida dada

ao angulo dado. Sendo 10 cm a medida dada, o que

relaciona o cateto oposto com o cateto adjacente com relacdo ao angulo de

30° é a razédo tangente. Entéo,

tan 30° medida do cateto eposto a 30°
n =

medida do cateto adjacente a 30°

Pela tabela de valores dos angulos notaveis, tem-se:

V3_ oy - 103
— = = 3y =10V3 2y =
3 10 L 3

Observe que na letra b do exercicio fizemos uso da relagdo tangente. Mas nada
impede, uma vez obtido o valor de x, utiliza-lo para obter o valor da variadvel y. Neste

caso, a razao trabalhada seria 0 seno 30°. Veja como ficaria o célculo utilizando

essa razao.

300 medida do cateto oposto a 30°
sen =

medida da hipotenusa

Pela tabela de valores dos angulos notaveis, tem-se:

_10v3

No que se refere a valores para as razfes trigonométricas de angulos agudos néo

notaveis, apresentamos aos estudantes duas alternativas para obterem valores
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aproximados para tais razdes: a tabela de razfes trigopnométricas de angulos agudos
e a calculadora cientifica. Apds apresentarmos aos estudantes tais recursos,

passamos as instrucdes de como utiliza-los.

3.7.1.6.3 Conhecendo e utilizando a tabela de razGes trigopnométricas

Figura 58 — Tabela de razdes trigonométricas

1° 0,0175 | 09998 | 00175 46° 07193 | 0,697 1,035 5

2° 0,0349 | 09994 | 00349 47° 0,7314 | 0,6820 1,072 4

3° 0,0523 | 09986 | 0,0524 48° 0,7431 | 0,669 1 1,110 6

4° 0,068 | 09976 | 0,0699 49° 0,754 7 | 0,656 1 1,150 4

5° 0,0872 | 0992 | 00875 50° 0,766 0 | 06428 1,191 8

6° 0,045 | 09945 | 0,1051 51° 07771 | 0,629 3 1,234 9

7° 0,1219 | 09925 | 0,1228 52° 0,7880 | 06157 1.2799

8° 01392 | 0,9903 | 0,1405 53° 0.7986 | 0,6018 1,327 0

9° 0,1564 | 0,9877 | 0,1584 54° 08090 | 05878 1,376 4
10° 01736 | 09848 | 0,176 3 55° 08192 | 05736 1,428 1
11° 0,1908 | 09816 | 0,1944 56° 08290 | 0,559 2 1,482 6
12° 0,2079 | 09781 | 0,2126. 57° 08387 | 05446 1,539 9
13° 0,2250 | 09744 | 02309 58° 08480 | 0,5299 1,600 3
14° 02419 | 09703 | 0.2493 59° 08572 | 05150 1.664 3
15° 02588 | 09659 | 0,267 9 60° 108660 | 05000 | 1,7321
16° | 0,2756 | 09613 | 0,286 7 61° 108746 | 04848 | 1,8040
17° 02924 | 09563 | 03057 62° (08829 | 04695 | 1,8807
18° | 03090 | 09511 | 0,3249 63° 08910 | 04540 | 19626
19° 10,3256 | 09455 | 0,344 3 64° 108988 | 04384 | 2,0503
20° |0,3420 [ 09397 | 0,3640 65° 109063 | 04226 | 2.1445
21° | 03584 | 09336 | 0,3839 66° (09135 | 04067 | 2.2460
22° 03746 | 09272 | 0,404 0 67° (09205 | 03907 | 2,3559
23° 03907 | 09205 | 0,424 5 68° (09272 | 03746 | 24751
24° 104067 | 09135 | 0,4452 69° 10,9336 | 03584 | 26051
25° 04226 | 09063 | 0,4663 70° 09397 | 03420 2,747 5
26° 04384 | 0,8988 | 0,487 7 71° (09455 | 03256 | 2,904 2
27° 04540 | 0,8910 | 0,5095 72° (09511 | 0,3090 | 3,0777
28° 04695 | 08829 | 05317 73° (0,9563 | 0,292 4 3,270 9
29° (04848 | 08746 | 05543 | 74° (09613 | 02756 | 34874
30° |05000 |0860 | 05774 75° 10,9659 | 0,2588 | 3,7321
31° 05150 | 08572 | 06009 76° 09703 | 0,2419 4,0108
32° 05299 | 08480 | 06249 77° 09744 | 02250 43315
33° 05446 | 08387 0,649 4 78° 09781 | 0,2079 4,704 6
34° 05592 | 08290 0,674 5 79° 09816 | 0,1908 5,144 6
35° 05736 | 08192 0,700 2 80° 09848 | 01736 56713
36° 05878 | 0,8090 0,726 5 81° 09877 | 0,156 4 6,313 8
37° 06018 | 0,798 6 0,753 6 82° 0,990 3 0,139 2 7,1154
38° 06157 | 0,788 0 0,781 3 83° 09925 | 0,1219 8,144 3
39° 06293 |0,7771 0,809 8 84° 09945 | 01045 9,514 4
40° 06428 | 0,766 0 0,839 1 85° 099%2 | 00872 | 114301
41° 06561 | 07547 0,869 3 86° 09976 | 00698 | 143007
42° 06691 | 07431 0,900 4 87° 09986 | 0,0523 19,081 1
43° 06820 | 07314 0,9325 88° 09994 | 00349 | 28,6363
44° 06%7 |0,7193 0,965 7 89° 09998 | 00175 |57.2900
45° 07071 | 0,707 1 1,000 0

Fonte: TONSIS, 2011
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Exemplo: Determinar o sen27° e cos53° utlizando a tabela de razles

trigonométricas.

sen27° (coluna seno, linha 27°) = 0,4540

cos53° (coluna cosseno, linha 53° = 0,7986

3.7.1.6.4 Conhecendo e utilizando o recurso “calculadora cientifica”

Figura 59 — Calculadora cientifica

sin 63°52°41
85178550 IEB

Fonte: CALCULADORA CIENTIFICA..., 2013

Exemplo: Calcular as razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) de 45°

utilizando a calculadora cientifica.

Razao seno: Aperte a tecla sen, digite 0 nimero 45 e aperte a aperte a tecla igual.

lsen 45 = 0,707106781|

Razdo cosseno: Aperte a tecla cos, digite o nUmero 45 e aperte a aperte a tecla

igual.

lcos 45 = 0,707106781]



http://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&docid=vmGTo_cMuxRg2M&tbnid=hBpiBkyiJLCPDM:&ved=0CAUQjRw&url=http://www.distecinfo.com.br/p/1478/Calculadora-Cientifica-Casio-FX-82MS&ei=uOhRUtuBMYTK9QS_oYHIAg&bvm=bv.53537100,d.eWU&psig=AFQjCNEdauAg_Jdn6wTB_eiws_SAtwC1UA&ust=1381185060189673
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Raz&o tangente: Aperte a tecla tan, digite o nimero 45 e aperte a aperte a tecla

igual.

an45 =1

3.7.1.7 Sexto encontro

AplOs apresentarmos aos estudantes a ideia de Razdes trigonométricas e
enfatizarmos os angulos notaveis e ndo notaveis, acreditivamos ja ser possivel
solucionar a situacao 01 (determinar a altura da arvore), j& que o Ultimo entrave era
com relacdo a valores de razdes de angulos observados. Assim voltamos
novamente para o espaco fisico da escola com o objetivo de solucionar o problema.
Solicitamos aos estudantes que tornassem novamente a situagdo como uma

representacdo matematica e que criassem um plano de resolugéo para a questao.

3.7.1.7.1 Voltando ao problema da altura da arvore

Na Figura 60 esta representada novamente a representacdo matematica da situacéo
1.

Figura 60 - Representacdo matematica da situacdo 1

|
altura da L———————————— J

mesa

Fonte: Elaborado pelos autores
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Percebemos, neste momento, um avancgo significativo com relagdo a compreensao
da situacdo. Os estudantes conseguiram perceber a relacdo existente entre 0s
catetos desse triangulo e o angulo observado. Ao perguntarmos qual a razdo que
relaciona o cateto oposto com o cateto adjacente ao angulo de 45° identificaram
facilmente a razdo tangente. Porém, apresentaram ainda dificuldades quanto ao
algoritmo de resolucéo da questdo. Por apresentarem deficiéncia quanto a conceitos
elementares da matematica, foram verificados pequenos entraves na resolucdo
técnica da questdo, mas o que percebemos é que ndao mais se tratava de elementos
da trigonometria e sim de conceitos basicos da matematica, como por exemplo, o
principio multiplicativo. Isto mostra que no que diz respeito a trigopnometria ndo havia
impedimento a solucdo da questdo. Com o auxilio dos pesquisadores, foi possivel
gue se chegasse a uma conclusédo para a situacdo 1. A resolucédo detalhada de

como foi solucionada a questéo é apresentada abaixo.
RESOLUCAO DA SITUACAO PROPOSTA
(Com relacdo ao angulo de 45°)

Tomando como base as razdes trigonométricas estudadas percebemos na situacao,
gue a relacao entre altura h procurada e a distéancia sob a qual foi observado o ponto

maximo da arvore é a tangente de 45°. Assim,

- medida do cateto oposte a 45°
n =

medida do cateto adjacente a 45°

Pela tabela de valores dos arcos notaveis temos que o valor da razdo tangente de
45° ¢é 1. Logo,

h
1=£:>h=1>(21 —=h=21m

Porém foi utilizada uma mesa como apoio para que se observasse o ponto
desejado, 0 que perceberam facilmente ao serem indagados. No entanto deviam

considera-la.

Ao medirem a altura da mesa concluiram que tinha ela 70 cm. Assim, adicionando

tal medida a altura da arvore obtiveram: 21m + 70 cm = 21,70m.

Portanto, concluiram que a altura da arvore € de 21,70 m.
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R=21,70m

(Com relacdo ao angulo de 55°)

Analogamente a R1 temos que,

tan 550 cateto oposto a 55°
n =

cateto adjacente a 55°

Utilizando o recurso tabela de razdes trigopnométricas ou calculadora cientifica para
estimarmos valores para razfes de angulos ndo notaveis, temos que o valor da

razdo tangente de 55° € aproximadamente 1, 43.

Logo,

h
1,43 = e — h=143 x 16 =2h=22.88m

Adicionando o valor da altura da mesa (70 cm), temos: 22,88 + 70 = 23,58 m

Portanto concluimos que o valor para a medida da altura da arvore é 23,58 m.
R =23,58 m

Contudo, percebeu-se nessa situacdo uma discrepancia nos dois valores
encontrados, o que pode ser relacionado ao equipamento utilizado para observacgao
do objeto, uma vez que tal equipamento ndo € de alta preciséo.

Ainda na situacdo 1 (calcular a altura da arvore) os pesquisadores propuseram

agora o calculo da menor distancia entre o observador e o ponto mais alto do objeto
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observado, com o objetivo de trabalhar na mesma situagcédo as outras razdes com

relacdo ao angulo observado.

Ao identificar que a menor distancia entre o observador e o ponto mais alto do objeto
observado caracterizava a hipotenusa e sendo conhecida a medida do cateto
adjacente ao angulo observado foi possivel relacionar a razdo cosseno. Por outro
lado, como ja haviam identificado anteriormente a altura do objeto, puderam entdo
fazer a relacdo da razdo seno, ou seja, relacionar o cateto oposto ao angulo
observado com a hipotenusa, que é a menor distancia entre o observador e 0 ponto
méaximo da arvore (FIG. 60).

medida do cateto adjacente a 45°

cos45° =
medida da hipotenusa
V221 — 42 2 422
—=—:>\-“E:x=2><21 ::’x=f_><f_= :}E=Ei;'li
2 x '\," '\,"2 2
medida do cateto oposto a 45°
sen45® = . .
medida da hipotenusa
V2 21,70 — 43,40 2 43,40V2 —
— = = V2x=2%21,70 D x= — X —= ——— =r=21,70v2
2 x '\,"2 '\,"2 2

Neste momento, feito na pratica as razfes seno, cosseno e tangente, 0s
pesquisadores consideraram interessante fazer uso do teorema de Pitdgoras, uma
vez que com as experiéncias anteriores ja se conhecia duas das medidas do
tridangulo retangulo. Isso permitiu verificar que a relagdo é valida para triangulos
retangulos. A verificacdo para a situacao 1 (FIG. 60) na forma com que foi feita é

apresentada a seguir.

e Tomaremos x = 2142

e Tomaremos h = 21
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e Tomaremos d (distancia dada) d = 21

"
r

x*= h* +d?
(21v2)" = 217 + 217
882 = 441 + 441

882 = 882 (V)

Logo, foi verificada a relagdo de Pitdgoras na situacdo 1 proposta.

E importante ressaltar que para a situacdo 1 desenvolvemos todo o trabalho de
aplicacao utilizando o espaco fisico da escola. Na verdade, esquematizamos outras
situacdes, porém, o aprofundamento dado no trabalho se concentrou nesta situacao.
Com esta dindamica de trabalho buscamos proporcionar aos estudantes a
compreensao dos significados durante cada etapa do trabalho. A intencéo era levar
0s estudantes aos questionamentos: Como comportar diante de tal situacdo? Qual o
primeiro passo na busca de solucdo? A que devo recorrer? Quais embasamentos
tedricos deverdo buscar para favorecer nas situacfes propostas? A fim de criar
mecanismos que 0s envolvam nas situagdes, intervimos a todo o momento sobre a
situacdo trabalhada para irmos a busca de elementos que nos favorecesse e nos
permitisse continuar, até que compreendessem os fundamentos por tras de

situacdes como essa.

Contudo, acreditamos que tal situacdo possibilitou aos estudantes o entendimento
de todo o processo desenvolvido e que agora eles seriam capazes de criar
iniciativas que os possibilitem solucionar novas situacfes propostas. Quanto aos
conteudos da trigonometria no triangulo retadngulo, a resolucdo da situacdo 1
possibilitou o estudo, entendimento e aprimoramento de maneira que possam fazer

uso de tais conteudos para agirem diante de novos problemas.
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3.7.1.7.2 Voltando a situacéo do corredor central

A proposta deste momento foi encontrar a distédncia entre as duas pontas do
corredor central de acesso as salas de aula, supondo que exista uma
inacessibilidade entre as pontas do corredor. Nesta atividade, os estudantes ja
estavam um pouco mais familiarizados com as iniciativas a serem tomadas para
resolverem a situagdo. Observaram uma das pontas do corredor utilizando o
teodolito construido, de modo a identificarem sob qual inclinacdo fosse possivel

visualizar o ponto mais alto do corredor, o que foi concluido com sucesso (FIG 61).

Figura 61 — Estudantes observando com o teodolito

Fonte: Fotos dos autores
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Nesta situacdo, a Unica dificuldade identificada pelos pesquisadores com relagédo
aos estudantes foi identificar qual seria a medida acessivel, pois ndo mais se tratava
da distancia entre o observador e o objeto, mas da altura do solo a pilastra do
telhado, ja que esta € considerada uma medida acessivel. O problema maior néao foi
identificar que esta seria a medida (altura) acessivel, mas a dificuldade era em
acreditar que tal altura estaria do outro lado (ponto observado) que pela situacdo
nao fosse possivel chegar, possibilitando que ndo percebessem que a altura do solo
a pilastra no ponto onde se encontravam era a mesma observada do outro lado.
Contudo, foi necesséaria uma intervencao dos pesquisadores no intuito de os levarem
a compreender tal situacdo. Assim, direcionamos a uma sala de aula de modo a
esquematizarmos a situacdo do contexto em que se seguiu. Tal situacdo em sua

representacdo matematica é mostrada na Figura 62.

Figura 62 — Aula representacdo matematica da situacao 2

Fonte: Foto dos autores
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Contudo, somente ao mostrar 0 esquema da situacao na lousa € que os estudantes
compreenderam o contexto, tendo condi¢cdes de evidenciarem estratégias para a
solucdo. A representacdo matematica da situacdo, bem como a solucdo do

problema como foi desenvolvido, é apresentada na Figura 63.

Figura 63 — Representacdo matemética da situacéo 2

2,22 m 2,22 m

T

d

Fonte: Elaborado pelos autores

Antes que desenvolvessem o calculo algébrico da questdo desenvolvemos o
seguinte dialogo com os estudantes através de Pergunta dos Pesquisadores — PP e

respostas Dadas — RD.

PP: Qual a medida procurada?

RD: d.

PP: Qual medida é acessivel?

RD: 2,22 m.

PP: A que devo relacionar as duas medidas?

RD: Ao angulo de 3°.

PP: Como devo relacionar as duas medidas ao angulo?
RD: Pelas razdes trigonométricas.

PP: Com relagc&o ao angulo de 3°, a medida 2,22 m representa o que no triangulo?
RD: Cateto oposto.

PP: E a medida d?

RD: Cateto adjacente.



PP: Qual razao relaciona cateto oposto com cateto adjacente ao angulo de 3°?
RD: A tangente de 3°.

PP: Como encontrar o valor da tangente de 3°?

RD: Usando a calculadora.

PP: Quanto vale a tangente de 3°?

RD: Aproximadamente 0,005.

Resolucao da questéo:

tan 3° medida do cateto oposto a 3°
n =

medida do cateto adjacante a 3°

2,22

0,05 =

0,005d = 2,22

2,22
~ 0,005

d = 4‘4,4 ]
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Apés solucionarem algebricamente a situacéo 2, pedimos que voltassem novamente

para o campo de aplicacdo da situacdo proposta e verificassem a medida da

distancia procurada fazendo uso de uma trena de 30m. A Figura 64 ilustra a

situacao.

Fonte: Foto dos autores
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Utilizando a trena para verificar tal distancia encontraram 43,5 m. No entanto,
fizemos uma breve discussdo sobre a discrepancia dos valores encontrados nas
duas medidas encontradas. Explicamos novamente que o equipamento utilizado
para observar os angulos ndo é de alta precisdo e que tal fato influenciou nos

valores encontrados.

No proximo e ultimo momento deste encontro foi proposto aos estudantes que
criassem estratégias para solucionar a situagdo 3 a qual consistia em identificar um
elemento do espaco escolar para que verificassem as razdes seno, COSSeno e
tangente, bem como o teorema de Pitagoras ja apresentados. Para esta situacéo, 0s
estudantes escolheram trabalhar no calculo da altura da arvore palmeira no jardim
interno da escola j& mencionada anteriormente como tal situagdo. Utilizaram objetos
do espaco fisico escolar para os quais deveriam tracar estratégias que os levassem
a descobrir sua altura. Os pesquisadores solicitaram que os estudantes verificassem
se a altura estava correta a partir da medicdo por outro angulo, além disso eles
deveriam representar geometricamente, seja por desenhos ou barbantes (pelo
menos dois angulos para cada arvore), e ao final cada participante deveria
responder a uma indagacéo relacionada ao trabalho feita pelos pesquisadores ou
por um colega. Momentos desta aula sdo mostrados nas Figuras 65 e 66.

Figura 65 — Estudantes desenvolvendo situacdo 3

Fonte: Foto dos autores
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Fonte: Foto dos autores

Os estudantes identificaram pontos estratégicos para observacdo do objeto,
observaram o objeto com a ferramenta teodolito sob dois pontos distintos e mediram
com o auxilio de uma trena de 30m a medida acessivel (distancia entre o observador
e 0 objeto observado). Uma vez familiarizados com as situagbes, levantaram
conjecturas, discutiram entre eles, representaram matematicamente as diferentes
situacbes geradas, algebrizaram os calculos necessarios a cada problema e
encontraram as medidas procuradas (FIG. 67).

Figura 67 — Estudantes solucionando a situagéo 3

Fonte: Foto os autores
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Apresentamos as conjecturas e solugbes como apontadas pelos estudantes e

detalhamos o processo de resolucdo da situacao na Figura 68.

Figura 68 — Solucao da situacdo 3 apresentada pelos grupos 1 e 2

OGO

AL NS ncio N -

==

Fonte: Foto dos autores
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Resolucao detalhada da situacao 3 (calcular a altura da Palmeira)

Palmeira 1:

Representacdo matematica da situacao.

Figura 69 — Representacdo matematica da situacao 3 apresentada pelo grupo 1

45° n fio°

13,35 8,75

Fonte: Elaborado pelos autores

Como a relacdo estabelecida com os angulos indicados envolve as medidas dos
catetos, utilizaremos a tangente desses angulos para encontrarmos a medida h.

h h
tan 45° = — 1= — h =13,35
13,35 13,35

Considerando a altura da mesa 80 cm.

h+080=1335+0,80=14,15

h
tan 60° = — 11,7320 =

L4 r

— h =1,7320 x 8,75 = h= 15,15

Considerando a altura da mesa 80 cm.
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h +0,80 = 15,15+ 0,80 = 15,95

Palmeira 2:

Representacdo matematica da situacao

Figura 70 — Representacdo matematica da situacao 3 apresentada pelo grupo 2

350 o
40 I—

3m 22m

Fonte: Elaborado pelos autores

Estabelecendo relacdo entre altura e medidas acessiveis aos angulos indicados,
tem-se a razdo tangente desses angulos. Assim,

h h
tan40°= — = 084 = — = h = 18,48
22 22

Considerando 80 cm para a altura da mesa.

h+080=1848+0,80=19,28
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h h
tan 35° = 7 — 0,7 = 7 —> h=07 Xx25 = h=17,50

Considerando 80 cm para a altura da mesa.

h+080=1750+0,80=18,30

Ao tracarmos comparacfes para a situacdo das palmeiras trabalhada pelos

estudantes, é possivel estabelecer algumas evidéncias.

O primeiro aspecto observado é que o0s estudantes envolvidos no trabalho da
primeira palmeira criaram estratégias diferentes do que encontramos nos livros
didaticos para representar matematicamente a situacdo sob a visualizacdo de dois
angulos. Ja os envolvidos na segunda palmeira representaram da mesma maneira
gue encontramos em bibliografias sobre o assunto. Isto mostra que considerar as
diferentes opinides dos estudantes pode possibilitar um melhor avanco no
entendimento de situacdes problema. Ou seja, permitir que as préprias estratégias

também os levem a mesma solucao.

Outro ponto identificado pelos pesquisadores é que os estudantes que trabalharam
com angulos notaveis, como por exemplo, o de 60° né&o recorreram a tabela de
valores para tais angulos e sim fizeram uso da calculadora cientifica. Isso pode
acarretar alguns entraves no momento em que se depararem com situacdes nas
quais nao seja possivel fazer uso de tal recurso, mas trabalhar com algoritmos
envolvendo radicais. Talvez este fato nos leve a questionar sobre quando utilizar ou

nao a calculadora, ou seja, quando ele sera subsidio ou dependéncia.

Ja na resolucdo da situacdo proposta foi possivel perceber que os estudantes
envolvidos no calculo da altura da segunda palmeira nao utilizaram o valor da altura
da mesa usada para observar o objeto pretendido. Isto acarretou uma diferenca nos
valores encontrados pelos estudantes e pelos pesquisadores, ja que o resultado
encontrado pelos estudantes ndo representa a altura correta da palmeira. Isso
mostra a atencao que devemos ter quando estamos envolvidos num processo em

que devemos considerar varios mecanismos na busca por solugéo.
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3.7.1.8 Sétimo encontro

Uma vez desenvolvidas todas as situagcdes propostas no inicio do trabalho,
precisariamos ainda voltar as situacfes complementares 1 e 2, que se referem
respectivamente ao angulo de inclinacdo da bola ao bater uma cobranca de pénalti e

do célculo da altura do patio principal da escola. (FIG. 71).

Figura 71 — Estudantes desenvolvendo as situacdes complementares 1 e 2

Fonte: Foto dos autores

Sobre a inclinacdo da bola o objetivo era de verificar a inclinacdo ideal para a sua
partida de modo que ela bata no travessdo do gol. Como ja haviam esquematizado
anteriormente a situacdo até que obtivessem sua representagdo matematica como
mostra a Figura 71, o préximo momento foi fazer uso dos conhecimentos
trigonométricos estudados para tentar extrair conclusdes apropriadas para a

guestao.
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Quanto a inclinacao da bola para que atinja o travessao, nao foi necessario o célculo
da altura do gol (distancia entre o chdo e o travessao), uma vez que bastava
observar o ponto maximo (travessdo) com a utilizagdo do equipamento teodolito.
Porém como foi de interesse dos pesquisadores, além de encontrarem a inclinagédo
adequada com a utilizacao do teodolito, aproveitamos o célculo da altura encontrada
posteriormente para estimarmos novamente o0 angulo pelo arco da razao
trigopnométrica apropriada. Quanto ao primeiro método (utilizando o teodolito) nédo
apresentaram dificuldades, uma vez que bastava observar o ponto maximo

(travesséo) e identificar o angulo. A Figura 72 mostra o desenvolvimento desta aula.

Figura 72 — Estudantes desenvolvendo a situagdo complementar
. k3
: 3

N

Fonte: Fotos dos autores

Ao observarem, pela ferramenta teodolito, o travesséo, concluiram que a inclinacdo

da bola para que atinja o ponto, é de 30°.

O proximo passo foi calcular a altura do gol de modo que fosse possivel fazer uso de
tal medida para estimarem o valor da razdo trigopnométrica em funcdo de um angulo
qualquer e descobrirem se o arco da razdo deste angulo € o mesmo observado.
Ainda que a altura entre o chdo e o travessédo fosse acessivel, instruimos os
estudantes em encontrar tal altura fazendo uso das razdes trigonométricas no
triangulo retangulo. No entanto, mediram com o auxilio de uma trena de 30 m a

distancia entre o ponto observado no gol e o ponto onde se encontravam (ponto de



118

partida da bola). Representaram matematicamente a situacao e calcularam a altura

entre o chdo e o travessao (FIG. 73).

Fonte: Fotos dos autores

A representacdo matematica da situacao (FIG 74) e a resolucao do calculo da altura

entre o ch&o e o travessao do gol sdo apresentadas a seguir.
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Figura 74 — Representacdo matematica da situacdo complementar 2

Travessao

4,45 m

Fonte: Elaborado pelos autores

Resolucao

Queremos encontrar a altura h e recorreremos a medida acessivel distancia entre o
observador e ponto observado. Com relacdo ao angulo de inclinagédo, é possivel
identificar os catetos oposto e adjacente. Logo, o que relaciona cateto oposto com

adjacente com relacéo ao angulo de inclinacdo € a tangente desse angulo. Assim,

medida do cateto oposte a 30°

tan 30° =
medida do cateto adajcente 30°

h
tan 307 =
4,45
057 =
445
h=2,5m

by

Encontrada a medida da altura procurada, e antes que voltassem a situacdo da

inclinacdo da bola pedimos que verificassem a altura encontrada medindo tal
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distancia com a utilizagdo de uma trena de modo a tragcarem comparacdes como

mostrado na Figura 75, e concluiram tal altura como sendo 2,20 m.

Figura 75 — Estudantes verificando a altura encontrada

iR T A

Fonte: Foto dos autores

Verificaram novamente uma diferenga entre os dois valores (altura encontrada e a
altura medida). Discutimos sobre a nao precisdo do equipamento teodolito
construido por eles, apesar de a diferenca ndo ser tdo significativa (2,4 contra 2,20
m). Porém, como o préximo passo seria fazer uso desta medida e da distancia entre
0 observador e o ponto observado para estimarmos o angulo pelo arco da razéao
trigonométrica, foi necessario que escolhessem uma das alturas encontradas. No
entanto, explicamos que, como o0 objetivo € verificar a mesma inclinacdo da bola
pelos dois métodos (utilizando o teodolito e pelo arco da razdo trigonométrica), o
ideal é que trabalhassem com a altura encontrada utilizando as razbes
trigonométricas e ndo a medida com o recurso trena, uma vez que o angulo usado
neste procedimento € o mesmo definido pelo teodolito. Contudo, o préximo passo foi

instrui-los quanto ao calculo do angulo pelo arco da razéo trigonométrica apropriada.

3.7.1.8.1 Recorrendo novamente a calculadora cientifica
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Apresentamos novamente a representacdo mateméatica da situacdo mostrada na

Figura 74, agora com uma inclinagdo qualquer que a identificamos como [, com o

objetivo de utilizar os valores dos lados destes tridngulos e associa-los ao céalculo de

seus angulos com o auxilio da calculadora.

Na representacédo apresentada perceberam que as medidas indicadas no triangulo
com relagéo ao angulo de inclinacdo foram os catetos oposto e adjacente. Assim, 0S
pesquisadores perguntaram aos estudantes sobre qual razdo trigonométrica

associava os dois catetos com relacdo ao angulo . Ndo apresentaram dificuldade
em reconhecer a razdo tangente de f£. Pedimos entdo que representassem a
equacao tangente de S utlizando os catetos dos triAngulos. Apresentaram a

seguinte equacéo:

cateto oposto a ff

tanfy =
F cateto adjacente a

Solicitamos que substituissem os catetos pelos seus respectivos valores numeéricos.

Explicamos que a Unica variavel isolada é a tan 3, e que ela equivale ao valor da
razdo no segundo membro da equagédo. Porém, ndo é a tangente do angulo £ que
gueremos e sim o préprio angulo £ e que para encontrar o seu valor devemos

recorrer ao auxilio “calculadora cientifica” para estimarmos o valor do angulo.
Instruimos quanto ao uso do equipamento no calculo de angulo, como

apresentamos na Figura 76.
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Figura 76 — Calculadora cientifica com instrucdes de calculos

1- Aperte a tecla “SHIFT",

2 - Aperte a tecla “tan” e

3 - Aperte a tecla “igual”

4 - resultado

5 — Aperte a tecla (°  “) Grau, minuto
e segundo.

Fonte. SANTOS, 2013

2.5
Qual é o angulo § cuja tangente é a razédo 2457

2.5
445’

7 - ~ 2,5 N e
Se a tangente de [ é igual a razao pyrs logo o angulo £ é o arco da tangente de

0 que na calculadora cientifica representa a funcéo inversa de £, tan™* §.

Assim,

-1 25 _
445

tan tan~1 0,57 = 29,7° & 3Q°

29,7° = 30°

Contudo, foi possivel concluir com éxito o valor do angulo desejado com diferenca
consideravel ao observado pelos estudantes referente a inclinacdo da bola ao cobrar
um pénalti, de modo que ela bata no travessdo. No que ainda se referiu a esta
situacdo, apenas levantamos alguns questionamentos quanto ao fato de se
pretender que a bola entre no gol ou va para fora. E a partir da inclinacao
encontrada buscamos proporcionar o entendimento de que bastaria ser menor que o

angulo de 30° (fazer o gol) ou maior que o angulo de 30° (ir para fora).



http://2.bp.blogspot.com/-XT1-dt8fDFo/UfZSoFYCwgI/AAAAAAAABdU/w69uYty4eaQ/s1600/Calculadora.png
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Como ultimo momento deste encontro trabalharam no célculo da altura do pétio
principal da escola (situacdo complementar 2). Diante os mecanismos criados nas
situacdes anteriores, percebemos uma desenvoltura nesta situacéo, pois ja estavam
bem familiarizados com calculos correlatos. Para tanto, ao propormos tal problema,
discutiram entre eles e criaram as estratégias necessarias: escolheram o ponto
estratégico para observar a altura do patio, discutiram sobre a necessidade de
utilizar um apoio (mesa) para colocar o equipamento teodolito que os possibilitou
observar tal ponto, visualizaram o ponto maximo através de uma inclinacéo,
mediram com uma trena de 30 m a distancia entre o ponto onde observavam e a
pilastra do patio, representaram matematicamente a questédo e criaram um plano de

solucéo para a situacéo pretendida, como mostra a Figura 77.

Figura 77 — Estudantes desenvolvendo a situacdo complementar 3

Fonte: Foto dos autores
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Contudo, ndo apresentaram dificuldades em finalizar a questéo, concluindo com
éxito a altura do patio principal da escola. A representacdo matematica e a resolucéo
da questdo como foi desenvolvida e considerada correta pelos pesquisadores séo

apresentados na Figura 78.

Figura 78 — Representacdo matematica da situacdo complementar 3

Patio Principal Mesa

0,47 cm

=1 24°
4,57 m

0,47 cm

Fonte: Elaborado pelos autores

Resolucao

Os catetos indicados no triangulo retangulo gerado indicam que devem trabalhar

com a tangente do angulo de 24°. Logo,

tan 24° medida do cateto oposto a 24°
n =

medida do cateto adjacente a 24°

h

0,4452 =
457

h =0,4452 x 457

h = 2,035

Considerando a altura da mesa 0,47 m
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h=2035+047

lh= 2,505 m]|

ApoOs concluida a situacdo complementar 3 (calcular a altura do patio principal), a
ultima envolvendo o espago fisico da escola, finalizamos os encontros voltados a
questdes externas a sala de aula. No entanto, vale ressaltar a necessidade de um
novo momento fora da sala de aula dedicado ao problema da projecdo da sombra de
uma arvore com relacéo a posicao do sol, para uma possivel verificacdo da altura da
arvore encontrada na situacdo 1, usando o principio de semelhanca de triangulos
como feito por Tales (600 a.C.), fato questionado desde o primeiro encontro.

3.7.1.9 Oitavo encontro

3.7.1.9.1 Retornando a sala de aula

Ao voltarmos a rotina da sala de aula, foi de interesse dos pesquisadores fazer uma
comparacdo de como o0s estudantes sobressairiam com relacdo a situacdes-
problema da forma com que é apresentada nos livros didaticos no processo de
construcdo do conhecimento sobre trigopnometria no triangulo retangulo. Para tanto,
propomos aos estudantes algumas questdes do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM) e do livro didatico “Matematica — contexto e aplicacdo” — Dante (2011), e
fizemos uma discussdo sobre o desenvolvimento desta aula, que apresentamos a

sequir.

QUESTAO 1 (DANTE): O angulo de elevagéo do pé de uma arvore, a 50 m da base
de uma encosta, ao topo da encosta € de 60° como mostrado na Figura 79. Que

medida deve ter um cabo que ligue o pé da arvore ao topo da encosta?
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Figura 79 — Situacdo que representa a questao 1

Fonte: DANTE, 2011

QUESTAO 2 (DANTE): Do alto de uma torre de uma plataforma maritima de petréleo
de 45 m de altura, o angulo de depressao em relacédo a proa de um barco € de 60°

como mostra a Figura 80. A que distancia o barco esta da plataforma?

Figura 80 — Situacao que representa a questao 2

Fonte: DANTE, 2011

QUESTAO 3 (ENEM): Para determinar a distancia de um barco até a praia, um
navegante utilizou o seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu angulo
visual & fazendo mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo
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sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto
P da praia, no entanto sob um angulo visual 24, como mostra a figura 81. Suponha
gue o navegante tenha medido o angulo & = 30° e ao chegar ao ponto B, verificou
gue o barco havia percorrido a distancia AB = 2.000 m. Com base nesses dados e

mantendo a mesma trajetoria, qual a menor distancia do barco até o ponto fixo P?

Figura 81 — Situacao que representa a questao 3
P

Q

Trajetoria do barco

A - 0
5 = 300 2a=60
A 2000m B X

of-——=—

o

Fonte: Elaborado pelos autores

DISCUSSAO:

Os pesquisadores perceberam que os estudantes apresentaram dificuldades ao
interpretar situacdes-problema desse tipo. Ndo conseguiram manifestar argumentos
coerentes quanto as situacdes propostas. Percebemos neles as evidéncias
discutidas durante o trabalho de aplicacdo, ou seja, souberam fazer referéncias a
angulos nas situacfes, conseguiram identificar as medidas acessiveis, conseguiram
concluir que em algum momento apareceria um triangulo retangulo como
representacdo matematica, mas, sobretudo, ndo conseguiram encaixar as ideias das

situacdes e esquematizar a representacdo matematica.

Os problemas discutidos durante a aplicacdo no espaco fisico da escola foram
tratados com base em perguntas simples por mais que nhecessitassem de
alternativas complexas, como por exemplo, calcular a altura de uma arvore e a
distancia entre dois pontos quaisquer. Talvez o emaranhado de informacgdes ou

expressodes que fogem ao cotidiano dos estudantes tenha influenciado para tal fato.
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Na questdo 1 o autor trata da elevacdo do pé de uma arvore, da base de uma
encosta e de uma cabo que ligue o pé da arvore ao topo da encosta. Na questao 2
ele aborda expressdes como a plataforma maritima de petrdleo e o angulo de
depressdo em relagcdo a proa de um barco. Ja na questdo 3 por mais que as
informagdes ndo estivessem téo distantes das discutidas durante os encontros, o
grau de dificuldade de interpretacdo com que a formularam acreditamos ter
possibilitado uma incompreensdo de seus fatores, como por exemplo, supor um
angulo a e ao final atribuir um valor para tal angulo e evidenciar a menor distancia.
Contudo, foi necesséria uma intervencdo total nas trés situacdes até que se
chegasse a sua representacdo matematica, o que os possibilitou conclui-la.
Apresentamos as resolucdes das questdes na forma em que foram sugeridas pelo

autor (questdo 1 e 2) e pelos pesquisadores (questao 3).

RESOLUCAO
QUESTAO 1 (DANTE)

Figura 82 — Resolugao da questaol

229) O angulo de elevagdo do pé de uma arvore, a 50 m da
base de uma encosta, ao topo da encosta é de 60°. Que ()OO A 50 1 - 50 =y = ] OO
medida deve ter um cabo que ligue o pé da arvore ao COS S e—_ = — X
topo da encosta? 2 X
e S— logo, a medida do cabo deve ser de 100 m.

Observacdo: Chamarse dngulo de elevagdo ou dngulo
de depressdo de um ponto A em relagdo a um ponio B
o angulo formado pela semieta AB com a horizontal
passando por A.

Modelo matematico

/ &ngulo de depresséo

50

Pela figura, temos:

50: medida do cateto adjacente ao @ngulo de 60°
x: medida da hipotenusa

Fonte: DANTE, 2011
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QUESTAO 2 (DANTE)

Figura 83 — Resoluc¢éo da questédo 2

32) Do alio da torre de uma plataforma maritima de peirdleo,
de 45 m de aliura, o angulo de depressdo em relacdo a
proa de um barco & de 6O°. A que distancia o barco est&a

da plataforma?2
Realidade

s

45

- |

Pela figura, temos: G

A45: medida do cateto adjacente ao adngulo de 30°
x: medida do cateto oposto ao angulo de 30°

—Tas 3 A5 T

—suse = |.5xf3 = 1.5(1.78)=25,95 m
Portanto, o barco estd a aproximadamente 25,25 m da
plataforma.

=

rg 300 S > ~f 3 -_— K s 453/\/ 3

Fonte: DANTE, 2011

QUESTAO 3 (PESQUISADORES)

Com base na Figura 81 que mostra a representacdo matematica da situacdo é
possivel levantar algumas informagfes importantes que nos possibilita a resolugcao
da questao proposta.
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A primeira pergunta a se fazer é: qual dos segmentos do triangulo sera a menor
distancia: AB, PB, d ou x?

A primeira que podemos descartar € a medida x, jA que ela ndo representa uma
distancia com relacéo ao barco. O fato entdo seria questionar o porqué da existéncia
da variavel x. Certamente ela serd utilizada para algum célculo. Por outro lado,
podemos descartar também as distancias AB e PB ja que elas representam a
hipotenusa de um tridangulo e a hipotenusa nunca sera a menor medida de um
triangulo retadngulo. Neste caso, a menor distancia se refere a medida d, cujo valor é

calculado a segquir.

Do A EPC segue que:

d — d — i
tan60° = — = V3=— 2 V3x=d =@ = — ()
x X V3
Do A APC segue que:
d V3 d -
tan30°=——= — =——— = 2000V3 +V3x =3d =

2000 + x 3 2000+ x

3d — 2000¢3
- (1)
V3
Fazendo I = II temos que,
d 3d — 20003
V3 V3

= d = 3d — EDDD\/E = -2d = —EDDD\/E =|d = 10(](]\/3??1
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3.7.1.10 Nono Encontro

3.7.1.10.1 Avaliacao quantitativa

Discutido o contexto de situacBes problema enfatizadas nos livros didaticos, o
proximo interesse dos pesquisadores foi de avaliar sistemicamente os estudantes
envolvidos na pesquisa por meio de uma avaliacdo quantitativa envolvendo os
conceitos fundamentais da trigonometria no triangulo retangulo, inclusive algumas
situacdes problema. A avaliagcdo perpassou por questdes abertas e fechadas. No
qgue se referiu as questdes abertas, o objetivo foi possibilitar aos estudantes expor
suas ideias e conjecturas com relacdo ao contetdo estudado e extrair conclusfes
apropriadas para as questbes. Diante disso, as questdes fechadas tiveram por
objetivo confrontar as informacGes delineadas pelos estudantes nas questdes
abertas, para uma analise posterior do aprendizado técnico e expositivo do
contelido. A avaliacdo na forma com que foi aplicada aos estudantes é apresentada

a seguir.



Figura 84 — Avaliacdo quantitativa
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Avaliagio Quantitativa

Assunto: Trigonometria no tridngulo retangulo

Mome:

1. Desenvolva uma situagio problema, enmvolvendo as razbes trigonometricas
{seno, cosseno e tangente) de arcos motdveis & n3o notaveis no tiangulo
retingulo. Crie um plano de trabalho, arguments sobre suss decisbes e dé
conclusdes apropriadas para a questao.

2. Explique:
a) O gue & um tidangulo retangulo e fale sobre suas caracteristicas.
b} Quando dois tridngulos 530 semelhantes.

3. Enuncie o Teorema de Pitagoras valido em todo tridngulo retangulo.

4. Das altemativas apresentadas com relagao ao triangulo abaixo, apenas uma
& Falsa. Podemos conduir que a altemativa Falsa &:

202

a5"

a) =¥
b) x* +y*=2800 & a relagio de Pitagoras deste triangulo
c) O tridngulo & retSnguio

E
d) —=1
¥

X

e} Al.argente-ﬂ-ﬁ'"é-ﬂnﬁ

5. Utilizando o Teorema de Pitdgoras, determine o valor de x mos triangulos
retangulos:

ax
a) b}

ix
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6. A figura mosira um edificic que tem 15 m de altura, com uma escada
colocada a 8 m de sua base ligada a0 topo do edificio. Se ¥ e a medida dos
angulos agudos deste tridngulo, calcule:

a) O comprimento da escada

b) A tangente do angulo Y
) O Seno do angulo Y

d) O cosseno do anguio Y

7. CQuando o angulo de elevacio do sol & de 65°, a sombra de um edificic mede
18 m. Calcule 3 alfura do edificio. Considere (sen 65° = 0,9063, cos 850 =
0,4276 = tg B5° = 2,1445),

8. Um foguete & langado sob um angulo de 30°. A que aliura se encontra depois
de percomer 12 km em linha reta?

9. Todas as altemnativas abaixo estao cometas, Exceto:
a) Todo triangulo equilateno & isosceles

b} Existe triangulo retangulo e isosceles

c) Existe triangulo isosceles obtusangulo

d} Um triangulo escaleno pode ser isosceles

10. Mo trianguio abaixo, calcule:

X S
a) Senode A b)Cossenode A c) Tangente de A d) Senode O
&) Cosseno de O ﬂTangenledef!l

11.Um baldo atmosferico casiu em S3o Jodo Evangelista. Ma data do ocomido,
duas pessoas avistaram o baldo. Uma estava a 1.8 km da posigao vertical do
baldo e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5.5 km da posicao
vertical do bal3o, alinhada com a primeira, & no mesme senfido, e o avistou
sob um angulo de 30°. Qual a altura aproximada em gue se enconfrava o
balao?

Fonte: Elaborada pelos autores
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Apés a resolucdo da avaliacdo proposta aos estudantes, fez-se uma analise do
desempenho geral sobre cada questdo abordada. Com relacdo a questdo de
namero 1, por se tratar de uma exposicdo de ideias sobre situacGes-problema
envolvendo a trigonometria no triangulo retangulo, apresentamos a seguir as ideias
de alguns estudantes quanto a questdo, e desenvolvemos uma discussdo acerca
das solucdes apresentadas por eles. Para as questdes de 2 a 11 apresentamos no
Apéndice A deste trabalho os dados quantitativos das solucdes apresentadas pelos
estudantes.
Figura 85 — Estudante A

Fonte: Foto dos autores

Figura 86 — Estudante B

Fonte: Foto dos autores



Figura 87 — Estudante C

Fonte: Foto dos autores

Figura 88 — Estudante D

Fonte: Foto dos autores
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Figura 89 — Estudante E

Fonte: Elaborado pelos autores
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No contexto geral das solugbes apresentadas, percebemos a compreensdo dos
estudantes com relacdo a situacbfes em matematica que envolvam diretamente a
exposicdo de ideias. Nelas, ficaram claros 0s mecanismos necessarios para
alternativas em problemas de trigonometria no tridngulo retangulo. A maioria das
evidéncias trabalhadas com eles durante a aplicagdo da pesquisa foi possivel
perceber nas solugdes apresentadas. Conseguiram estruturar a questao no contexto
em que foi solicitada, envolveram relacdes entre angulos e medidas acessiveis e
inacessiveis, representaram matematicamente a questdo e de certo, a
contextualizacdo se seguiu com a familiaridade desses estudantes com questdes

gue os envolvam diretamente.

No que se refere as razBes trigopnométricas no triangulo retangulo, foi possivel
perceber diferentes abordagens. Alguns evidenciaram dados correlatos ao calculo
da tangente onde as medidas se relacionavam entre os catetos do triangulo. Outros
decidiram por trabalhar a raz&o seno, relacionando cateto e hipotenusa. Na situacao
da lampada (FIG.85), por mais que a estudante envolvesse os dois catetos do
triangulo ela ndo atribuiu uma das medidas como inacessivel e sim decidindo por
trabalhar com a terceira variavel levando o algoritmo da questdo para o teorema de
Pithdgoras, onde concluiu com sucesso a questdo. Outro fato interessante analisado
pelos pesquisadores foi com relacéo a situacédo da arvore (FIG. 86). Nesta solucéo é
evidente que por mais que a estudante tenha representado corretamente sua
situacdo numa linguagem matematica, ela ndo conseguiu relacionar corretamente as
medidas pretendidas com os lados do tridngulo. Isso possibilitou um equivoco no
momento da identificacdo da razéo trigonométrica correta com relacdo a situacao
gerada. Ao invés de se trabalhar com a razdo tangente, a interpretacao da estudante
possibilitou a existéncia da razdo seno. Ja na situacdo da jabuticabeira, (FIG. 87) o
estudante conseguiu delinear a estrutura matematica da questao, o que o levaria ao
calculo fazendo uso da raz&o seno, porém n&o indicou na situagdo qual o angulo
gue utilizaria na questdo e nem conseguiu algebrizar corretamente apés atribuir uma

inclinacdo de 20°.

No entanto, as solu¢gBes apresentadas mostram uma compreensdo satisfatéria no
envolvimento dos estudantes na construcdo do conhecimento matematico

envolvendo situacdes sobre trigonometria no triangulo retangulo.
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3.7.1.11 Décimo encontro

3.7.1.11.1 Situacao da sombra

Apés desenvolvido todo o processo de constru¢cdo do conhecimento sobre
trigonometria no triangulo retangulo com abordagens as razdes trigonométricas, foi
de interesse dos pesquisadores voltar a questdo do céalculo da altura da arvore
(situacao 1) para verificar tal altura pelo principio de semelhanca de triangulo como
feito pelo matematico Tales de Mileto (600 a.C.), no célculo de medidas inacessiveis
através da projecao da sobra do objeto de interesse. Voltamos ao espaco fisico da
escola e os estudantes mediram o tamanho da sombra projetada pela arvore, onde

obtiveram 28 m como medida da sombra.

Figura 90 — Situag&o da sombra

Fonte: Foto dos autores
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Apds medirem e anotarem o tamanho da sombra projeta pela arvore foi solicitado
pelos pesquisadores que medissem o tamanho da sombra projeta por um deles ou
um dos pesquisadores. A altura do estudante utilizado como referéncia foi de 1,82 m
e a sombra projetada pela altura dessa pessoa foi 2,2 m. Explicamos novamente o
procedimento desenvolvido pelo matemético Tales de Mileto ao buscar estimar a
altura de uma piramide, ou seja, a relacéo direta existente entre a razdo da medida
da altura da piramide pela altura do objeto escolhido e a raz&o entre a projecao da
sombra da piramide e da sombra do objeto escolhido. E solicitamos que estimassem
a altura da arvore, relacionando as grandezas dessa situagdo. Contudo,
desenvolveram o algebrismo da proporcao gerada e estimaram a altura aproximada

da arvore.

medida da altura da arvore  medida da sombra projetada pela arvore

medida da altura da pessoa " medida da sombra projetada pela pessoa

h 28

1,82 2.2

2,2h =1,82x 28

50,96
h =
2,2

h = 23,16

3.7.1.11.2 Avaliacao qualitativa

Esta avaliacdo buscou considerar as opinides dos estudantes com relacdo ao
trabalho desenvolvido junto aos pesquisadores, um momento onde tiveram a
oportunidade de expor suas ideias com relagdo a uma dindmica de trabalho na e
além da sala de aula. As abordagens perpassaram desde o estudo do contetdo na
forma em que se seguiu até as consideracdes sobre o impacto do trabalho na vida
escolar dos estudantes. Apresentamos no Apéndice B deste trabalho as

consideracfes de alguns estudantes quanto ao processo de construcdo do
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conhecimento de trigonometria no tridangulo retdngulo e as possiveis contribuicdes

do espaco fisico da escola.

Com as consideracdes dos estudantes sobre a dindmica do trabalho finalizamos a
parte voltada a aplicacdo do projeto e buscamos nas consideracdes finais evidenciar

uma discussédo sobre os condicionantes envolvidos nesta etapa do trabalho.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Ha tempos estudiosos sobre teorias da aprendizagem vém discutindo sobre o tema,
construindo argumentos e propondo acfes que viabilizem a efetivacdo de um ensino
gue conduza professores e estudantes a um processo de ensino-aprendizagem
reflexivo, investigativo e construtivo de maneira que o0s significados sejam

alcancados.

A experiéncia apresentada neste trabalho abordou a utilizacdo do espaco fisico
escolar no tratamento dado a trigopnometria no triangulo retangulo aliado a atividades
investigativas, aulas planejadas, distribuicAo adequada do tempo, revisdo e
reelaboracdo das propostas e utilizacdo de ferramentas auxiliares. As primeiras
andlises da pesquisa apontaram no sentido de contribuir para que o processo de
cognicado da trigonometria no triangulo retdngulo na e além da sala de aula se
desenvolva de maneira significativa e construa uma base mais sélida com potencial

para futuras construcées em matematicas.

O tratamento dado a trigopnometria no triangulo retangulo deve buscar a relevancia
dos conceitos trigonométricos na vida do estudante de maneira que a percepcao
ocorra através de um processo endogeno. Dessa maneira, 0 estudante tera
condicbes de se questionar e encontrar respostas sobre o porqué estudar a
trigonometria fazendo com que o tratamento dado ao conteddo seja fator

determinante na constru¢cao do conhecimento.

Os gréficos 02 e 03 apresentados na aplicacdo da pesquisa trouxeram
quantitativamente as respostas dos estudantes com relacdo a importancia do estudo
da matematica. As informacdes obtidas pela analise desses gréaficos apontaram que
83% dos estudantes consideraram importante o estudo da disciplina e 58%
associam tal importancia as questdes do dia a dia constatando-se a relevancia da

ligagé@o entre conteudos e praticas do cotidiano.

A trigonometria no triangulo retangulo tornou-se objeto de estudo durante a
abordagem proposta, uma vez que os caminhos que foram percorridos para que
alcancasse a compreensdo do assunto especifico passaram a ser parte da

aprendizagem. Pretendemos mostrar, pela andlise dos resultados, que o tratamento
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dado durante a busca especifica de determinado contetdo se torna tdo importante
guanto o préprio conteudo. Dessa forma, o percurso deve ser planejado, pois, a
orientacdo que o tornara relevante e conhecido aqueles envolvidos no processo

investigativo.

O tratamento da trigonometria no triangulo retangulo por um prisma que mostre a
necessidade e a relevancia do desenvolvimento de tais métodos ou estratégias
possibilita que a via de méo dupla existente entre estudante e docente, estudante e
ciéncia se torne uma via com “transito intenso”, construindo em cada sujeito
envolvido por esse processo a base necessdria para a compreensdo da

trigonometria no triangulo retangulo.

7

A estratégia de abordagem pelo viés da investigagdo é fundamental para a
construcdo da visdo pesquisadora tornando-se importante tanto para o profissional
gue exerce a docéncia quanto para os estudantes. Os gréaficos 05 e 06 trazem os
dados relativos a utilizacdo da matematica. Na analise constatou-se que 83%
afirmam utilizar a matematica em situacdes como: escola, casa, cozinha e jogos e
67% acreditam utilizar a matematica em situacfes do dia a dia. Com isso a ligacao
entre os conteudos formais e o cotidiano se mostra indispensavel para o processo
ensino-aprendizagem da trigonometria no triangulo retangulo tornando possivel sua

constante evolugéo.

O subsidio para a formacao de sujeitos pesquisadores se da por meio de situacdes
investigativas e desafiadoras. Essa formagédo deve ser fomentada e subsidiada
desde a Educacdo Basica. Quando consideramos o desenvolvimento da visdo
pesquisadora ou pelo menos condigcBes propicias para tal, percebemos que no
decorrer da Educacdo Basica tais situacdes sao incomuns, justamente por que o
distanciamento entre escola e as praticas diarias é claramente detectado. Podemos
considerar tal aspecto, como uma deficiéncia trazida da Educacdo Béasica para a
vida profissional ou para a continuidade da vida académica. Esse aspecto limita tal
competéncia para muitos estudantes brasileiros da escola publica, gerando uma
disritmia entre a Educacao Basica e a vida profissional daqueles que ingressam na
vida laboral durante a Educagéo Basica ou logo apos o término dessa fase da vida
escolar. Esse descompasso também é visto no Ensino Superior, pois a capacidade

de investigar € competéncia essencial na continuidade dos estudos.



143

Paralelo a este fato o docente que ndo investiga também limita sua capacidade de
rever, reavaliar e mudar, ou seja, transformar suas praticas profissionais. Esse
aspecto parece-nos direcionar no sentido da fomentacdo e permanéncia da mesma
pratica docente de muitos professores e professoras das escolas brasileiras, pois, se
eu ndo visualizo minhas préaticas profissionais pelo prisma da visdo critica e
pesquisadora, dificilmente visualizarei as falhas e consequentemente a evolugao

profissional estara fadada a mesmice.

Dando continuidade a nossa investigacédo, tanto do ponto de vista como pesquisa
cientifica quanto as proprias atividades enquanto momento de estudo formal foi
necessario rever nossa proposta inicial de aplicacdo, principalmente quanto ao
tempo destinado a cada etapa do processo. A necessidade de revisdo das
estratégias, do conteudo que se pretende abordar e por onde comecar em tal
conteldo € uma caracteristica que o docente precisa assumir para si. Visualizar
criticamente os préprios métodos, praticas pedagogicas, estratégias de ensino
adotadas € ser pesquisador de si mesmo e assumir essa postura € buscar o

constante aprimoramento profissional.

Buscando construir um paralelo entre as ideias apresentadas na introducdo deste
trabalho e os resultados obtidos ao concluirmos o mesmo € possivel evidenciar
aspectos importantes que se desencadeou durante 0 processo ensino-
aprendizagem de trigonometria no triangulo retangulo, tendo como aporte o0 espago

fisico da escola. Dentre eles destacam-se:

o A amplitude que o0 processo ensino-aprendizagem de trigonometria no
triangulo retangulo adquire, quando se faz uma abordagem que envolva os
estudantes na busca de conceitos ja formalizados ou ainda informais, por meio das

atividades investigativas aliadas a utilizacdo do espaco escolar.

Relativo a esse aspecto, o discurso de uma estudante aponta nessa direcdo: “.. foi
muito bom estudar matematica dessa maneira, ontem minha mée precisava medir
uma parede no banheiro e eu a ajudei!”. Inicialmente, pensamos que ela tivesse
utilizado alguma relacdo trigonométrica para encontrar determinada medida ou um
conceito matematico especifico para auxiliar a mae. Entdo a estudante completa: “..

eu nunca tinha utilizado uma fita métrica antes, depois dessas aulas eu pude ajudar
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minha mae medir a parede...” Embora seja algo trivial na vida de muitos, aquela
estudante nunca tivera contato direto com uma trena, denominada por ela como “fita
métrica”. Apesar de a utilizacdo da trena estar no planejamento das aulas, nao
tinhamos pensado que o uso daquele instrumento fosse inédito para algum
estudante.

o A satisfacdo estampada no rosto de cada discente durante as aulas nas quais
eles foram os construtores e pesquisadores, transformando-se em sujeitos ativos.
Tal aspecto mostra ao estudante sua importancia e fomenta a autoestima de cada
sujeito envolvido o que favorece o desencadeamento do processo de crescimento
do potencial de aprendizagem do estudante, pois, o interesse é fator determinante
para o sucesso na aprendizagem. A fala de um estudante na avaliacdo qualitativa

“

traduz esse fato, “.. eu gostei também de fazer o estudo fora de sala que a gente

aprende com mais facilidade e com mais vontade.”.

Isso pode ser evidenciado pelos dados apontados no grafico 10 deste trabalho que
mostrou que 75% dos estudantes acreditam que a aproximacdo dos conteudos a
situacdes do dia a dia tornaria o estudo mais prazeroso. O interesse mostrado pelos
estudantes durante as atividades demonstra que o ato de querer é determinante
para o éxito. Além das situacdes de aplicabilidade os estudantes perceberam a
relevancia dos meios que precisavam descobrir e posteriormente tomar as decisées

cabiveis.

Outro ponto interessante identificado diz respeito a importancia que os estudantes
passaram a dar com relacdo a ir a escola. Tornar 0 ensino mais envolvente pode
proporcionar que o0s estudantes reconhecam o papel que a escola pode
desempenhar na vida do sujeito. Este fato pode ratificar o interesse de uma
estudante em patrticipar dos encontros posteriores: discordou da mae, quando essa
pediu para a filha ndo ir a escola, para cuidar dos irmaos menores, fazendo com que
a estudante encontrasse uma maneira de contornar o problema familiar para
participar das aulas. Verifica-se algo considerado muitas vezes raro, identificar nos

estudantes interesse em patrticipar das aulas, sobretudo de matematica.



145

A significacdo de conceitos trigonométricos conhecidos e formalizados foi outro fator
analisado. Na resolucdo da questdo 2 uma estudante menciona que sempre se
confundia sobre os catetos e que naquele momento havia compreendido por que
seria 0 cateto oposto: “.. ah! cateto oposto é porque ele é oposto daqui de onde eu
olho”. Essa analise mostra que atividades investigativas propiciam situacdes que
instigam o estudante ao questionamento, transformando a compreensao por meio
das visualizacBes concretas. Mais precisamente, estdvamos sob uma arvore do
patio da escola e indagamos sobre a altura daquela arvore e como poderiamos
chegar a conhecé-la (a altura). Véarias opg¢des foram apontadas, tais como: subir na
arvore com a trena e medi-la, construir um andaime em volta da arvore e medir sua
altura, obter um bambu que fosse maior ou equivalente a altura da arvore. Entéo

uma aluna disse: “... e se utilizarmos a sombra da arvore para conhecer sua altura?”.

A fala mencionada no item anterior, com relacdo a utilizacdo da trena, também
aponta na direcao do distanciamento entre o ensino formal escolar e a relevancia e
aplicabilidade do mesmo na vida dos estudantes. O que estamos ensinando? Pra
gue estamos ensinando? O que estamos estudando? Pra que estamos estudando?
Sao0 questionamentos que em outro momento sdo merecedores de investigacdes e
com um aprofundamento maior.

o A superficialidade significativa dos conteddos matematicos trazidos pelos
estudantes.

Conceitos da geometria plana como diagonal, ponto médio e vértice foram entraves
por ainda ndo serem conhecidos de maneira significativa. Necessariamente
precisaram ser conceituados e significados para dar continuidade as aulas previstas.
Esse fato ficou explicito no quarto encontro no momento da construcdo do teodolito
caseiro. Os gréficos 11 e 12 apontaram na dire¢cdo dessa superficialidade, pois, a
décima primeira pergunta do questionario buscou saber se o estudante ja tinha
algum conhecimento relativo a trigonometria: 71% fizeram ligagdo entre a
trigonometria e medidas desconhecidas. Ao perguntarmos sobre a utilizacdo da
trigonometria 50% ndo souberam responder. Os graficos 13 e 15 também apontaram
nesta direcdo: apesar de 75% afirmarem que j& ouviram ou estudaram sobre

trigonometria, 50% n&o souberam o que é um tridngulo retangulo.
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As representacfes matematicas das situacdes propostas pelos pesquisadores e
escolhidas pelos estudantes e o0 manuseio de instrumentos alternativos é detectado
no trabalho como um aspecto que facilita a compreensdo, a visualizacdo e o
entendimento das situagcbes-problemas, o que contribuiu para a compreensao dos
conceitos envolvidos e subsidiou o entendimento da trigonometria no triangulo
retangulo. Embora a estratégia de ensino proposta no trabalho néo trate diretamente
da utilizacdo de jogos e materiais concretos no inicio do tratamento dado aos
conceitos trigonométricos, o uso do espaco, objetos do ambiente escolar, aulas
dindmicas e investigativas propiciam aos estudantes a translacdo entre aquilo que é
abstrato para o concreto e util no dia a dia. Rasgar o véu que torna a matematica
para muitos, obscura e longe do cotidiano € talvez o passo inicial da longa jornada
que é a construcao de conceitos matematicos Uteis para aqueles que os buscam.

Ao fazermos uma andlise referente a evolugcdo da Trigonometria, claramente
percebemos que tal processo de evolucéo invariavelmente se deu nos primordios da
humanidade, em decorréncia das necessidades sociais do ser humano de facilitar
determinado trabalho ou explicar fendmenos do cotidiano. Para isso, o homem
elaboram estratégias, modelos matematicos, representacdes matematicas, simbolos
gue lhes auxiliaram para executar determinado trabalho ou explicar um fenémeno
especifico. JA na contemporaneidade ocorre a evolucdo da Trigonometria em duas
vertentes. A primeira com menor intensidade assemelha-se a evolucdo citada
anteriormente. A segunda e no nosso entendimento numa intensidade maior, é
aguela evolucdo de aprimoramento daquilo que ja foi descoberto, e tracando um

paralelo entre a trigopnometria escolar e a trigopnometria como ciéncia.

Evidenciamos que os atuais sistemas de ensino que prevalecem nas escolas
publicas brasileiras aniquilam o prazer da descoberta, mostram a trigopnometria
simplesmente como ciéncia e com isso alimenta o sentimento daqueles estudantes
gue ja trazem consigo uma resisténcia a matematica. Esta resisténcia deriva
exatamente das abordagens da matematica vivenciadas por tais estudantes nos
anos anteriores. O tratamento dado por um angulo que afirma que a matemaéatica é
algo pronto e acabado, de imediato distancia tal conceito da possivel ligacéo entre a

relevancia do conteudo para a vida e importancia da compreensao.

De acordo com Mendes (2009, p. 123) “o conhecimento tem seu processo de

construgdo ocasionado a partir da organizacao sistematica das nossas experiéncias,
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observacdes, interacdes sociais e investigacoes realizadas no contexto da
sociedade e da cultura [...]". Com isso, momentos que propiciem as representacdes
matematicas, construcdo de simbolos, elaboracao de perguntas, didlogos acerca de
determinado assunto contribuem para a construgdo da compreensao da

trigonometria no triangulo retangulo.

De certa forma, acreditamos que 0 processo conseguiu desencadear um avango
significativo na compreensdo dos conceitos basicos da trigonometria no triangulo
retangulo, o que apontamos anteriormente como fatores tratados superficialmente
ao estudar matematica. A avaliagdo quantitativa realizada apdés as atividades
propostas para o tratamento da trigonometria no triangulo retangulo apontam estes
novos avancos. A primeira questdo solicitou que os estudantes criassem uma
situacdo-problema e a solucionassem. Destacamos algumas delas na aplicacéo
deste trabalho com o escaneamento de algumas dessas situacdes criadas. Mas vale
salientar que 90% dos sujeitos envolvidos na pesquisa criaram a prépria situacao
problema e a resolveram. Nas demais questdes os resultados foram os seguintes:
65% dos estudantes souberam dizer o que € um triangulo retangulo, 65% souberam
dizer quando dois tridngulos sdo semelhantes e 75% enunciaram corretamente o
Teorema de Pitagoras. Na pergunta 4, 50% reconheceram a alternativa incorreta. Na
pergunta 5, 55% determinaram as medidas desconhecidas nos triangulos retangulos
utilizando o Teorema de Pitdgoras. Na situacdo problema da questdo 6, 55% dos
estudantes determinaram as razdes trigonométricas corretamente. Nas questdes 7 e
8, metade dos estudantes solucionaram corretamente as questdes. Na situacao da
questdo 9, 50% dos estudantes determinaram corretamente qual era a opgéo falsa.
A questdo dez foi corretamente solucionada por 75% dos estudantes. A Ultima
questao foi proposta com o intuito de verificar qual seria a atitude dos estudantes
frente a uma situacdo-problema mais desafiadora. Pela maior complexidade da
questdo e tempo insuficiente, apenas 15% dos estudantes solucionaram

parcialmente a questdo, os 85% restante ndo opinaram.

Ao final da avalicdo quantitativa, concluimos que o tempo disponibilizado para essa
etapa da pesquisa foi insuficiente. Os estudantes apresentaram uma discrepancia
consideravel em relacdo ao tempo necessario para solucionar as questdes. O
aproveitamento quantitativo foi muito bom quando comparamos com 0s registros

escolares de matematica da escola. Isso foi observado pois, ao analisarmos o
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aproveitamento daqueles estudantes que normalmente demonstram desinteresse
pelas aulas e nas aulas, esses apresentam desempenhos quantitativos
insatisfatorios nos registros escolares. Os numeros mostram um crescimento
consideravel no aproveitamento desses estudantes, quando comparamos com 0S
nameros da avaliacdo da pesquisa com 0s registros escolares. Os resultados
positivos na avaliacdo quantitativa tem relacéo direta com os relatos dos estudantes
na avaliagcdo qualitativa mostrados na aplicacdo deste trabalho, pois as falas dos
estudantes apontam na dire¢cdo do maior interesse pelas aulas de matematica e um

estreitamento das relagées com a propria matemética.

De maneira geral, as aulas sobre trigonometria no triangulo retangulo além da sala
de aula pode desencadear um processo mais dindmico com relacdo as notadas no
ensino tradicional. Foi possivel identificar nos levantamentos apontados
anteriormente nessas consideracées, manifestagcbes em diferentes aspectos na
estrutura desencadeada para uma aula de matemética. Abordamos o eficaz
desenvolvimento do ensino do contetdo aliado a fenbmenos reais, as importantes
consideracdes dos estudantes quanto ao estudo da matemética e a forma do seu
tratamento. Apontamos também o sujeito sob uma formacdo investigativa na
construcdo do conhecimento sobre trigonometria no triangulo retangulo, o
envolvimento e satisfacdo do sujeito no processo, o novo olhar do sujeito quanto a
escola e a maneira com que os estudantes passaram a formalizar os conceitos
matematicos. Destacamos o papel da representacdo matematica em situacdes
problema, a evolucdo do ensino sob a dindmica aqui abordada, bem como os fatores
que contribuiram para a compreensdo da trigonometria no triangulo retangulo.
Enfatizamos a realidade do sistema de ensino e o distanciamento existente entre
escola e realidade, além de apontar pontos positivos identificados nas avaliacdes e

considerar a reavaliacdo de alguns pontos no processo pelos pesquisadores.

Das ideias explanadas buscamos mostrar como uma aula de campo pode
possibilitar um olhar diferenciado para a maneira de se aprender matematica,
sobretudo trigonometria no triangulo retangulo. Mas o que deve ficar evidente é a
compreensao da maneira de como o estudo fora de sala deve acontecer. Talvez o
primeiro questionamento fosse com relacédo ao papel do professor no processo. O
professor em constante envolvimento com a pesquisa pode possibilitar que o

docente construa mecanismos favoraveis a sua pratica. Assim, uma pratica fora da
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sala de aula ndo podera distanciar a relacdo que o professor deve desempenhar
com seus estudantes. Se na sala de aula o professor ndo se via envolvido no
processo, em uma aula de campo tem o importante papel de mediar seus

estudantes para a construcédo eficaz da aprendizagem.

Ao decidir fazer uso das estruturas fisicas da escola caberia ao docente a seguinte
pergunta: porque e para que utlizar o espago fisico escolar nas aulas de
trigonometria? Assim devera identificar as possiveis contribuicdes de tais estruturas
como auxilio em suas aulas, ndo desconsiderando o importante papel das teorias
sobre o assunto, tratadas na sala de aula. Uma vez que encontrados dificuldades
em subsidiar as aulas de trigonometria no triangulo retangulo pela falta de recursos
disponibilizados nas escolas publicas de Educacéo Basica, caberia uma andlise de

alternativas de ensino que possam auxiliar no envolvimento do sujeito na acéo.

Na aplicacdo desta pesquisa constatamos que o0 espaco fisico escolar foi de
fundamental importancia no processo. Ele tornou-se o0 recurso de que
necessitavamos para mostrar ao sujeito a aplicabilidade, utilidade e importancia da
trigonometria no cotidiano. Aliado a utilizacdo de ferramentas alternativas passiveis
de desenvolvimento dentro da escola, o espaco fisico escolar tornou-se propicio no

ensino-aprendizagem da trigonometria no triangulo retangulo.

E claro que ndo podemos deixar de considerar a dificuldade com que aulas desse
tipo acontecam no sistema de ensino ao se pensar nesta proposta como integrante
das praticas da sala de aula. As dificuldades com relacdo ao tempo de cada aula, do
tempo planejado para o trato do conteldo e as preocupac¢des com relacdo as
avaliacdes externas tais como PROVA BRASIL e SIMAVE. Ainda que se considere a
amplitude do estudo aqui evidenciado devemos esclarecer que ao analisar a
viabilidade do espaco fisico da escola, no processo ensino-aprendizagem de
trigonometria no tridngulo retdngulo como uma proposta de ensino na Educagéo
Basica, ndo se configura puramente na dimensdo que tomardo estas aulas. As
alternativas que a propria escola pode proporcionar as aulas de matematica e o
envolvimento dos estudantes no papel desempenhado pela disciplina fora da escola

devem ser considerados.

Neste sentido, cabe ao professor saber 0 momento certo em que seus estudantes

poderdo ser direcionados para estas atividades de aplicacdo do contetudo. A
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significacdo dos conceitos estudados em sala talvez seja o ponto crucial a ser
analisado pelo professor, ao considerar as dificuldades da amplitude de um trabalho

como este.

De certa forma, as conjecturas levantadas pelos estudantes da escola Josefina
Pimenta apresentadas nesta pesquisa, apontam para o favorecimento da utilizagao
do espaco fisico escolar no plano de ensino da trigonometria no triangulo retangulo.
Aquilo que é trazido nos livros didaticos como situacdes-problema e que muitas
vezes 0s estudantes apresentam dificuldades foi possivel vivenciar na pratica com o
auxilio desse objeto de pesquisa. A compreensao satisfatoria dos fundamentos da
trigonometria no triangulo retangulo sem que distancie da teoria relativa ao conteddo

também foi observada.

Portanto, a utilizacao de atividades investigativas no ambiente escolar, como as que
agui estdo descritas e analisadas, sdo contributivas para a consolidacdo do ensino-
aprendizagem da trigonometria no triangulo retangulo, aliada a deciséo do professor
em utilizar tais estratégias em suas aulas de modo a propiciar a investigacao, a
pesquisa pelo prisma do estudante da Educacdo Bésica, a pesquisa pelo olhar do
professor atuante, a construcdo de conceitos e 0s questionamentos pertinentes,
sendo também viaveis economicamente para a escola, podendo ainda fazer nascer

pesquisas locais com caracteristicas endémicas.

No entanto, esperamos que esta seja uma fundamentacéo plausivel relativa ao tema
pesquisado, capaz de apresentar a comunidade académica a viabilidade e eficiéncia
na abordagem da trigonometria no triangulo retangulo, por meio da utilizacdo do

espaco fisico escolar.
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APENDICE A — EXPOSICAO QUANTITATIVA DAS SOLUCOES APRESENTADAS
PARA AS QUESTOES 2 A 11 DA AVALIACAO QUANTITATIVA

QUESTAO 2
Gréafico 18 — O que é um triangulo retangulo
14
12
10
8 - B Souberam dizer o que é um
triangulo retangulo
6 - B Ndo souberam dizer o que é
um tridngulo retangulo
4 - ™ N3o opinaram
2 -
0 .
Quantidades
de Respostas
dos Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa

Grafico 19 — Quando dois triangulos sdo semelhantes

14

12 -

10 B Souberam dizer quando dois
triangulos sdo semelhantes

8 -

6 - B N3o souberam dizer quando
dois triangulos sdo
semelhantes

4 -

= N3o opinaram
2 -
0 .
Quantidades
de Respostas
dos Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa
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QUESTAO 3
Gréfico 20 — Enuncie o teorema de Pitagoras
16
14 -
12
10 A
B Souberam enunciar o teorema
8 1 de Pitdgoras
6 - B N3o souberam enunciar o
teorema de Pitagoras
4 -
W N3do opinaram
2 -
0 -
Quantidade
de Respostas
dos
Estudantes
Fonte: Dados da pesquisa
QUESTAO 4
Grafico 21 — Determinar a alternativa falsa
12
10
8

B Alternativa "a"

B Alternativa "b"

M Alternativa "c"

Titulo do Eixo
(o)}

4

B Alternativa "d"
5 = Alternativa "e"
O -

Quantidades de
Respostas dos
Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa
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QUESTAO 5
Grafico 22 - Determinar o valor de x utilizando o teorema de
Pitadgoras
12
10 A .
B Determinaram corretamente o
valor de x
8 -
B N3o determinaram o valor de
6 7 X, mas fundamentaram
parcialmente a questdo
47 M N&o determinarm o valor de x
2 -
B N3o opinaram
0 ..
Quantidade
de Respostas
dos
Estudantes
Fonte: Dados da pesquisa
QUESTAO 6
Grafico 23 - Determinar as razdes trigonométricas em uma situacao-problema
12
10 B Calcularam corretamente todas
as razdes solicitadas
8 - M Calcularam parcialmente as
razdes solicitadas
6 - M Calcularam apenas a razdo seno
a4 M Calcularam apenas a razdo
COsSeno
5 B Calcularam apenas a razdo
tangente
0 B Ndo opinaram
Quantidade de
Respostas dos
Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa
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QUESTOES 7e 8

Gréfico 24 - Estimar medida de altura utilizando as razdes trigonomeétricas no
triangulo retdngulo em uma situacdo problema

12
10
8 .
M Solucionaram corretamente a
6 - questdo
M Solucionaram parcialmente a
questdo
4 .
™ Ndo opinaram
2 -
0 -
Quantidade de
Respostas dos
Estudantes
Fonte: Dados da pesquisa
QUESTAO 9
Grafico 25 - Marcar a alternativa FALSA com relacao a classificagdo de um
triangulo
12
10
8 B Todo tridngulo equilatero é

isosceles

M Existe triangulo retangulo e
isosceles

M Existe triangulo isosceles
obtusangulo

B Um tridngulo escaleno pode ser
isosceles

Quantidade de
Respostas dos
Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa
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QUESTAO 10

Gréfico 26 - Determinar as razdes trigonomeétricas (seno, cosseno e tangente)
no triangulo retangulo

16
14
12 - M Calcularam corretamente todas
as razdes solicitadas
10 .
B Calcularam parcialmente as
g | razdes solicitadas
1 Calcularam apenas a razdo seno
6 -
4 M Calcularam apenas a razdo
COSSeno
2 - M Calcularam apenas a razdo
tangente
0 -
Quantidade de
Respostas dos
Estudantes
Fonte: Dados da pesquisa
QUESTAO 11

Gréfico 27 - Estimar medida de altura utilizando as raz6es trigonomeétricas no
triangulo retangulo em uma situacao problema mais complexa

18
16
14
12
10 B Solucionaram corretamente a
questdo
8 B Solucionaram parcialmente a
6 questdo
M Ndo opinaram
4 .
2 -
0 _
Quantidade de
Respostas dos
Estudantes

Fonte: Dados da pesquisa



APENDICE B — CONSIDERAGCOES DOS ESTUDANTES SOBRE A DINAMICA DE
AULA UTILIZADA NESTA PESQUISA

Figura 91 — Estudante F

Fonte: Foto dos autores

Figura 92 — Estudante G

Fonte: Foto dos autores




Figura 93 — Estudante H

Fonte: Fotos de autores

Figura 94 — Estudante |

Fonte: Foto dos autores




Figura 95 — Estudante J

Fonte: Foto dos autores

ura 96 — Estudante K

Fonte: Foto dos autores




Figura 97 — Estudante L

Fonte: Foto dos autores

Figura 98 — Estudante M

Fonte: Foto dos autores
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APENDICE C - TERMO DE COMPROMISSO INSTITUICAO

Pesquiza: As conmibuigdes do espage fisico escolar no processe ensino-aprendizagem
de trigonometria no tiingulo retingulo: uma propesta de ensine a educag3o basica

TERMO DE AUTORIZACAOQ E COMPROMISSO

Firmam o presente Termo de Awiorizacao & Compromisse, para aplicagoes de
questionarios de sondagem sobre o ensino de Trigonometria com estudantes das 1%
series do ensing medio da Escols Estadual “Josefina Pimenta™, referents 2 pesguisa
supracitada. sob a responsabilidade dos pesguisadoras Fernando Sanches Braga, Raquel
Cordeiro Samtos & Weeverson Pascoal de Andrade, estudantes do 5° penode de Cuarse
Superior de Licenciatwa em Matematica do Instiftute Federal de Minma: Gemis -
Campu: Sao Jodo Evanpelista.

Eu Duretar{a) da  Escela
Estadual “Josefina Pimenta™, eston ciente desta pesquiza o ambito desta instifuicao,
assim mgorizo a aplicacae dos questionarios.

Aszim por estarem cientes assinam o presents termo.

Sao Jodo Evangelista, de de 2013

Diretor{a)/ carimbe

Responsaveis pela execugdo da pesquisa’ Pesquisadores
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Pesquiza: As contribuigdes do espaco fisico escelar no processo ensine-aprendizagem
de trisonomatria no mangalo retangalo; uma propesta de ensino na educagdo basica

TERMO DE AUTORIZACAO E COMPROMISSO

Firmam o pressnte Termo de Autorizagdo  Compromisse, pam realizagdo de

atividades de pesguizas com estudantes das 1% series do ensino medio da Escola
Estadual “Josefina Pimenta™, Pais ou Responsaveis, Professares e Diregao da Escola,
ficando estabelecido:

)

3

4)

Exn, estadane
da tarma . Bsipn cienfe que pardciparsd das
atividades da pesguisa proposta, comprometendo-me exscuta-la demtro dos
padroes da etica e das boas relagdes humanas. Autorizo o uso & a divalgacio
academica de fotegraficas e/ou videos relativos a minha imagem
Eu. ( } PaiMie ( )
Responsavel autorize men'minha filhea) ou respomsavel a participar das
atividades propostas, demominada “AS CONTRIBUICOES DO ESPACO
FISICO ESCOLAR NO PROCESSO ENSINO-APRENDIZAGEM DE
TRIGONOMETRIA NSO TRIANGULO BETANGULO: TA{A
PROPOSTA DE ENSINO NA EDUCACAQ BASICA™ Estou ciente da sua
participacdo extra turno na Escola Estadual “Josefina Pimenta™ oo penodo de
' a i das  (bomas) as_ (homs), bem comsd,

autorizado para fins academicos, 0 uso da imagem pessoal.

Mos, Fernando Sanches Braga, Faquel Cordeiro Santos @ Wzeverson Pascoal de
Andrade, estudantes B° perwodo do Curso Superor de Licenciatora em
Martematica do Instituto Federal de Minas Geraiz - Campwr Sdo Jodo
Evangelisia, nos compromefemes a realizar a pesquisa baseando-nes ma etca e
boas relagoes manas. Comprometemes ainda, zelar pelas produgdes e imagens
dos participantes,

Ex. , Profassor de Matemarica dos estadantes
partcipantes dasta pesquisa estou clenfe e de acordo COm 3 mesma.
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“Josefina Pimenta”, estou ciemte desta pesquisa no ambito desta imstituigde.
Autorizo a utilizacdo das dependéncias intermas para o fins da mesma e de
eventuais imapens e videos da estratura fisica.

Aszim pOr estarsm clenfes As5iNam O Presente [erme.

Sao Jodo Evanpelista, de de 2013
Aluno (a) Pais ou respensaveis
Diretona)/'canmbo Profassor

Responsaveis pela exacugdo da pesquisa’ Pesquisadores




